abitur.nb

Mit Mathematica durchs Abitur

m Flachenstiuck unter einer Kurve

Aufgabe:

Gegeben ist fur x>0 die Funktion f[x] = §+ 3. Zeichnen Sie den Graphen der Kurve.
X

In die Flache zwischen Kurve und x—Achse ist ein Streifen mit der Breite 3 parallel zur y—Achse so einzufligen, dass seine Flache maglichst klein wird.
Berechnen Sie den Ort der beiden Parallelen und die resultierende minimale Flache.

ClearAll ["d obal © "]

X 2
FIX_1:i=—+—
X

oo

Um ein Bild der Situation mit Plot, FillingStyle und verschiedenen Streifen erstellen, definieren wir die folgende Funktion. Sie erzeugt den Plot zweier
Funktionen, die in der Komposition genau das gewiinschte Bild ergeben. Mit den Filling —Optionen wird genau die Flache zwischen den beiden Kurven
gefarbt. PlotRange fixiert den Wertebereich auf einen fir unsere Zwecke sinnvollen Bereich.

fplot [u_1:=Plot[{f[x], Piecewise[{{f[x], u<x<u+3}}1}, {x, 0, 11},
Filling- {2 ->Axis}, FillingStyle- Blue, PlotRange » {0, 5}]

fpl ot [1]

5~

Und so lasst sich daraus in Mathematica 6.0 eine Animation erstellen.
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Ani mat e [f pl ot [u], {u, .4, 7, .2},
Ani mati onDirection -> Forwar dBackwar d, Defaul t Durati on -> 10]

u+3

Die eigentliche Aufgabenstellung lasst sich mit folgendem "Gewalt"-Ansatz Iosen: Berechne den Flacheninhalt A[u]=J f [X ] dX der zu

u
untersuchenden Figur in Abhangigkeit von der Abszisse u der linken unteren Ecke, bestimme die Nullstellen der Ableitung von A[u] und uberprife die
Ublichen Extremwert—Konditionen.

+3
Afu_] = Assum ng[u >0, Jﬂ f [x] dlx]

9 3u oL 3+u
—+?+ og[ ]

16 u

Die Eingabe kann natrlich auch in der eindinemsionalen Input—Notation als Integrate[f[x],{x,u,u+3}] erfolgen. In Mathematica 6.0 muss die zuséatzliche
Assuming —Konstruktion verwendet werden, weil das CAS "zu schlau” ist und uns erzéhlt, dass fiir irgendwelche komplexe Werte von u Béses passieren
kann.

Integrate[f [X], {X, u, u+3}]

1
| f {Re[u} >0 ] (Imu] + 0&&Re[u] =0), E (9+6u-32Log[u] +32Log[3+u]),

2
Integrate{w+g, {X, u, 3+u}, Assunptions—> ! |[Re[u] >0 || (Imu] # 0&&Re[u] ::O))H
X

df | aeche = D[A[u], u] // Toget her

3 (-16 +3u+u?)
8u (3+u)

sol = Sol ve[dfl aeche == 0]
1 1
{{Ueg(—3—\/ﬁ)}, {UQE(_SJFW)}}

sol // N

{{U=-5.772}, {U>2.772}}

Nur die positive Losung ist fur die Aufgabenstellung relevant. Fassen wir zum Schluss noch alle zu berechnenden Stiicke in einer Liste zusammen.

{u, A[ul} /. sol [2] // N

(2.772, 3.0689)

Eine einfachere mathematische Lésung (warum?) geht so:

sol =Solve[f [u+3]-f[u] =0, u]

(o (3-8} fung (20 v7)})
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Eine Eliminationsaufgabe

Aufgabe:
Bringen Sie die in Parameterform gegebene Funktion (x,y) = (2Coslt],Cos[3t]) in explizite Form und zeichnen Sie den Graphen.
Bestimmen Sie den Inhalt der Flachenstticke, die zwischen der Kurve und der x-Achse eingeschlossen werden.

Auch hier erzeugen wir uns erst einmal ein Bild.

ClearAll ["d obal * "]
ParanetricPlot [{2Cos[t], Cos[3t]}, {t, 0, =n}]

1.0

0.5F

-0.5}

-1.0F+

Zur Lésung einer Eliminationsaufgabe bietet sich das Kommando Eliminate an.
Wichtig: bei Eliminate muss == und nicht = verwendet werden; trotzdem ist das Ergebnis nicht das, was wir wollten.

Elimnate[{x =2Cos[t], y=Cos[3t]}, t]

Elimnate::ifun:

I nverse functions are being used by Elininate, so sonme sol utions
may not be found; use Reduce for conplete solution information.

X
ArcCos [y] :3Arc003[5]

Dabei hat Mathematica genau das gemacht, was wir gefordert haben: beide Gleichungen nach t aufgelst und gleichgesetzt. Wir wollten aber eigentlich
Coslt] eliminiert haben.

Elimnate[{x ==2Cos[t], Yy=Cos[3t]}, Cos[t]]

Cos[3t] ==y

Das ging leider auch daneben: Mathematica weil3 von sich aus nicht, dass Cos[3t] auch was mit Cos|[t] zu tun hat.
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Cos[3t] // Tri gExpand
Cos[t]®-3Cos[t]Sin[t]?

%/. {Sin[x_1?->1-Cos[x]°}
Cos[t]%®-3Cos[t] (1-Cos[t]?)
y0 =% // Expand

~3Cos[t]+4Cos[t]®

Mit der so umgeformten rechten Seite der Bestimmungsgleichung fiir y und Elimination nach Cost] statt t gelingt nun die Elimination.

gl =Elimnate[{x =2Cos[t], ¥y =y0}, Cos[t]]

2y = -3x +x°

Auch bei Elimination nach t erhalten wir dasselbe Ergebnis, weil die Gleichungen polynomial im einzigen Kern Cos]t] sind. Einzig eine zuséatzliche Warnung
wird ausgegeben.

Elimnate[{x =2Cos[t], y=y0}, t]
Elimnate::ifun:
I nverse functions are being used by Elininate, so sonme sol utions
may not be found; use Reduce for conplete solution information

2y =-3x +x°

Reduce liefert die Losung der Aufgabe, in einige zusatzliche Terme eingebettet, librigens ohne vorbereitende Umformungen.

red = Reduce[{x ==2Cos[t], y=Cos[3t]}, t]

(C[1l] elntegers && X == -2&8&Y == -1 &&t =n1+271C[1]) ||

2+x#08&%y = — (-3x+x?) & C[1] e Integers &&

1
2

VZx VZx
::72ArcTan{M] +27nC[1] ||t ::ZArCTan[w] +2nC[1]
V2 +X V2 +X

Reduce[{x ==2Cos[t], y ==y0}, t]

X
+2Nq1ﬂlt:NC@sb

1 X
C[1] el ntegers &y == 5 (-3x +x3) &&(t —ArcOos[E +2nC[11)

Reduce mit Cos|t] als Eliminationsziel stellt x in Abhangigkeit von y als Root —Ausdruck dar. y muss mit in die Liste der Variablen aufgenommen werden,
nach denen aufgeldst wird, um y durch x auszudriicken und zu obigem Ergebnis zu gelangen.
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Reduce[{x ==2Cos[t], y =y0}, {y, Cos[t]1}]

(-83x +x%) &&Cos [t ] = g

N e

Nun verwandeln wir die Gleichung in einen expliziten Funktionszusammenhang y=y(x)

| sg = Solve[gl, y]

{{yﬁg F3x )}

yIx_1=y /. I'sgIll;

Pl ot [y [x], {X, -2, 2}]

0.5

-0.5}

-1.0F

Als Wertebereich fur x wurde der gleiche Bereich wie oben im ersten Plot verwendet. Die Schnittpunkte mit den Achsen ergeben sich als

Sol ve[y[x] =0, X]

(001, {3, x5

und die gesuchte Flache (beachten Sie die Vorzeichenregeln) zu

2J0 X] dx
ﬁy[]



abitur.nb

Komplexe Wurzeln

Aufgabe:

»5
Losen Sie die Gleichung z° = 849" im Bereich der komplexen Zahlen und stellen Sie die Lésungen in der Gaul3schen Zahlenebene grafisch dar.
(4-3iy2

ClearAll ["d obal * "]
(3+41)°
e

| sg = Sol ve[z3 = ,
(4-31)2

{z-> 17-44 )3}, {z 5 - (-1)Y? (117 -44 )%}, {z 5 (-1)%7 (117 - 44 1)'3}}
Das Ergebnis sollte in der Form a + b2 i ausgegeben werden.

Isg//Sinplify

{z > (117-445)"3}, (z5-3-41), {z > (-1)?® (117 -441)"3}]}

Auch FullSimplify fahrt zu keinem besseren Ergebnis.

| sg // Root Reduce

{{z > Root [625 - 150 #1 + 11 n1% - 6 1% + 1* & 3]},
{z->-3-41}, {z>Root [625-15051 +1111% - 611% + 11* & 2]}}

Die beiden anderen Wurzeln sind algebraische Zahlen vom Grad 4. Mit der Root-Notation kann Mathematica besser rechnen.

u=2z /. | sg[l] // Root Reduce

Root [625 - 150 11 + 11 517 - 6 1#1°% + 1% &, 3

Wir extrahieren das Minimalpolynom und bestimmen dessen Nullstellen. Zwei davon sind die nicht identifizierten Elemente aus Isg.

f =u[ll[z]
625-150z +112z%2-623% +z*

I sgl =Solve[f =0, z] //Full Sinplify

31

(=[5 -21) (-393)) feo 2 5] (V)
{H(_z_s’z_i] (i-v3 )}, {H[gm] (1-:v3)})
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z% /. 1'sgl // Expand
{117 - 44 i, 117 +44 1, 117 +44 1, 117 -44 i}

Wir transformieren Isg in numerische Néherungswerte, um ein Bild zu erstellen.

nl sg = N[l sg]

{{z >4.9641 -0.598076 i}, {z—>-3. -4. i}, {z>-1.9641+4.598081}}
I st = {Re[z], Im[z]} /. nlsg

{{4.9641, -0.598076}, {-3., -4.}, {-1.9641, 4.59808}}

Li st Pl ot [l st, PlotStyle- PointSize[0.04], PlotRange -> {-6, 6}]

6

m Eine Extremwertaufgabe

Aufgabe:
Der Ellipse 9 x2 + 16 y? == 144 soll ein Rechteck maximaler Flache einbeschrieben werden, dessen Seiten parallel zu den Koordinatenachsen sind.

Bestimmen Sie
a) die Abmessungen dieses Rechtecks und
b) das Volumen des Ellipsoids und des Zylinders, die bei Drehung dieser Figueren um die x—-Achse entstehen.

Ein Bild der Situation erstellen. Die Ellipse:
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ClearAll ["A obal * "]
el lipse=9x?+16y? =144

9x?+16y? == 144

Die Ellipse kann nun mit ContourPlot gezeichnet werden. Die Standardeinstellungen (mit Frame, ohne Achsen, nicht maf3stablich) sind geéndert.

el = Cont our Pl ot [Eval uatef[el | i pse], {x, -6, 6}, {y, -4, 4},
Frane » Fal se, Axes » True, AspectRati o - Autonmatic]

4+

4}

Berechnung der Eckpunkte (iXO, 1y0) des einbeschriebenen Rechtecks bei vogegebenem x:

I sg =Sol ve[el lipse, y]

[y 2ae ), [y 200y

4

Yo=Y /. Isg2] /. X » Xg
3
Z\/lG—XS

Beachten Sie, dass yg keine Funktion yo[xo], sondern ein Ausdruck ist, welcher die Variable xo enthalt. Diese kann durch ein Subsitutionskommando belegt

werden.
Alles in einer gemeinsamen Grafik darstellen ...
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rechteck =Line[{{Xo, Yo}, {-Xo. Yo}, {-Xo, -Yo}. {Xo. -Yo}, {Xo, Yo}}I;
Show[el, Graphics[rechteck /. xo » 1.6], Graphics[rechteck /. Xxg» 3.2]]

4+

... oder eine Animation erstellen:

Ani mat e[Show[el, G aphics[rechteck /. xo-»u]], {u, 0.3, 3.8, 0.2},
Ani mat i onDi recti on - Forwar dBackwar d]

Und nun die analytische Lésung der Aufgabe a).

flaeche =4xy /. | sg[2]

3x /16 - x2

extrema = Sol ve [D[f| aeche, x] =0, Xx]
{{x»fzﬁ}, {x»zﬁ}}

flaeche /. extrema[2]

24

Jetzt beginnt der zweite Rechenabschnitt — die Berechnung der Volumens des Rotationsellipsoids und des Zylinders.
Die Begrenzungskurve

fi[x_1=y /. Isgl2]

316 - x?

4
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10

Die Grenzen

Sol ve[el lipse /. y -0, x]

{{x->-4}, {(x->4}}

4
el li psoi dVol unen = x jfl[x]z dx
v

48

zylinderVolumen =2 xxy?2 /. | sgL2] /. extrema[2]

18V2

m Analytische Geometrie

Aufgabe:

Der Kreis x? + y2 +6y —91==0und die Kurvey = ax? + b schneiden einander in P(6; y), y >0, unter einem Winkel von 90 Grad.

a) Berechnen Sie a und b.
b) Die Schnittflache der beiden Kurven rotiert um die y—Achse.
Berechnen Sie das Volumen des entstehenden Rotationskdrpers.

ClearAll ["G obal " %"]
I'sg =Solve[kreis=x*+y?+6y-91=0, y]

{{y%—3—\/100—X2 } {y+_3+«/1oo_x2 }}
flix_1=y /. Isgl2]

-3 +4/100 - x2

Die Koordinaten des Punktes P ergeben sich nun durch Einsetzen.
{6, f1[61}
{ 61 5 }

fIx_ ]=ax?+b

b +ax?

Die beiden Parameter a und b ergeben sich aus den Bedingungen f1[6]-=f[6](beide Kurven gehen durch P) und f1'[6]-f'[6}

aufeinander senkrecht).

—1 (beide Kurven stehen in P
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sys = {f1[6] ==f [6], f1' [6]*f' [6] ==-1}

{(5=36a+hb, -9a=-1}

sol = Sol ve[sys, {a, b}]

(favg 0o1))

f2[x_]1 =f[x] /. sol [1]

X2
1+ —
9

Plot [{f1[x], f2[x]}, {x, -10, 10}, AspectRati 0 » Automati c]

12

|
N
T T T T T

Berechnung des Volumens des Kérpers, der sich aus der Rotation der gemeinsamen Flachenanteile um die y—Achse ergibt (nach der Formel

V= nfx [y]? dy). Die Integrationsgrenzen sind jeweils 5 und f1[0] bzw. f2[0] und 5.

Aus der Kreisgleichung wird dazu zunachst die Umkehrfunktion g1[y] extrahiert
sol 1 = Sol ve[kreis, Xx]

{V%fJQTEVSF}{x%JQTg;;?H

gl[y_1=x/. sol1[2]

\J91-6y-y?
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12

Der erste Teil des Volumenintegrals ergibt sich dann als Integral Gber g1 von y=5 bis y=f1[0], dem y—Wert des Schnittpunkts des Kreises mit der
Ordinatenachse.

f110]
vol 1 =nx Jlgl[y]zdly
5
112
3

Analog ergibt sich das zweite Teilvolumen und das Gesamtvolumen als Summe beider.

sol 2 =Solve[y ==f2[x], X]

[fx-o T ) (s ))

g2[y_1=x/. sol 2[2]

34/-1+y

5

vol 2 = x ng[y]Zdy
£210]

72 71

vol =vol 1 +vol 2

328
3
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13

| = Graphi cs3D[{Thi ck, Line[{{0, 0, -2}, {0, 0, 10}}1}1;
rl=RevolutionPlot3D[f1[t], {t, 0, 6}1;

r2 = Revol utionPl ot3D[f2[t], {t, 0, 6}1;

Show(l, r1, r2, Boxed -> Fal se, Vi ewAngl e -> 20 °]
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