gleichung.nb

Gleichungen und Ungleichungen

s Solve und Reduce

ClearAll ["d obal * "]

Die Menge der Variablen muss nicht unbedingt angegeben werden, wenn klar ist, dass nach allen Variablen aufgelést werden soll.

Solve[x2+3x+2==0]
{{X->-2}, {(x->-1}}
Solve[{2x +3y =5, 3x+4y=11}]

{({x->13, y > -7}}

Enthélt ein Ausdruck Uberzéhlige Variablen, die als Parameter betrachtet werden sollen, dann ist das zweite Argument erforderlich. Je nachdem, welche
Variable als Parameter gesetzt wird, ergeben sich unterschiedliche Losungen (es sind ja auch unterschiedliche Aufgaben).

Sol ve[x2 +6y =1, x|

{{X%—x/l—6y } {xé«/1—6y }}

Solve[x*+6y =1, y]

{{v-5 -2}

Lasst man das zweite Argument weg, so ist das Ergebnis dasselbe wie in der Notation, wo alle Variablen als zweites Argument angegeben werden. In
diesem Fall entscheidet Mathematica selbst, welche Variablen als Parameter betrachtet werden. Der Nutzer hat auf diese Auswahl keinen Einfluss.
Insbesondere zeigt dieses Beispiel, dass die Reihenfolge der Variablen auf diese Auswahl keinen Einfluss hat.

Solve[x?+6y =1]

Sol ve: :svars:
Equati ons may not give solutions for all "solve" variabl es.

{{v-2 1-2)))
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Solve[x*+6y =1, {X, y}]

Sol ve: : svars:
Equati ons may not give solutions for all "solve" variabl es

(b o=}

Solve[x®+6y =1, {y, x}]

Sol ve: :svars:
Equati ons may not give solutions for all "solve" variabl es

{{v-5 -2}

Beachten Sie, dass fur einen Parameter y die Lésungen tuber dem Kérper Q(y) bestimmt werden. Dabei kénnen Lésungen, die nur fur spezielle y-Werte
existieren, unter den Tisch fallen.

Die Warnung, dass nicht alle Lésungen gefunden wurden, ist also ernst zu nehmen. Sie bedeutet allerdings nicht, dass Mathematica falsch rechnet (das tut
es beim Gleichungslésen gelegentlich auch), sondern dass es zwei Interpretationen der Aufgabenstellung Solve gibt und Sie vielleicht gerade die andere

meinen.

Der Unterschied wird am folgenden einfachen Beispiel bereits deutlich.

Solve[ax -b =0, Xx]

Mathematica findet die allgemeine Lésung, d.h. die Losung im Kérper Q(a,b), diesmal sogar ohne Warnungen.
Dass es noch eine Lésung x — beliebig fur die speziellen Parameterwerte a== b== Ogibt bleibt dabei aul3er Betracht.
Eine vollstéandige Ubersicht tiber alle Lésungen, auch fiir spezielle Parameterwerte, produziert das Kommando Reduce .

u = Reduce[ax -b =0, x]

b
a+0&&X = —
a

(b=08&%a=0) |

Sol ve[u, Xx]

{1}

Solve[ax -b =0, {a, b, x}]

Sol ve: @ svars:
Equations may not give solutions for all "solve" variables

{{b-ax}}

Sie kénnen im Solve —~Kommando ein drittes Argument angeben, um Abhéngigkeiten explizit zu eliminieren. Das Ergebnis ist dasselbe wie bei einem
herkémmlichen Solve —Aufruf mit dem Ergebnis einer Eliminationsaufgabe.
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Solve[{Xx+y =1, X -y =2}, X, Y]

u=FEimnate[{x+y =1, x-y =2}, y]
Sol ve[u, Xx]

2 X =

In Mathematica miissen Gleichungen als Gleichungen angeschrieben werden. Eine Liste von Polynomen wird nicht akzeptiert — die aus anderen CAS

bekannte Interpretation als Aufgabe zur Nullstellenbestimmung muss explizit angeschrieben werden.
sys = {x*+y -2, 3x-y?-2};
sol = Sol ve[sys, {X, Y}1I
Solve::eqf : -2+3x-y? is not a well-forned equati on.
Solve::eqf : -2+3x-y? is not a well-forned equati on.
Sol ve[{—2+x2+y, —2+3x-y2}, (X, y}]

sol =Solve[sys =0, {X, Yy}]

{{Xel, y-1}, {(x->2, y--2},

{x% (3-1vF), y% (1-3:v3]}, {x»% (-3-1v3), yeg (1-3:1v3 )}
Sys = {2X+3y+z2 =1, X-y-z2=4, 3Xx+72z =5},

sol = Sol ve[sys]

101 49 14
{{X% H, y—>—H, Ze—H}}

{X, y, z} /. sol [1]

101 49 14
o m a)

2 3 1 x1 1
rrat:[l -1 —1];x=[x2];b=[4];
3 0 7 x3 5

Aus dieser komplexeren Notation lassen sich die Zutaten fur das Solve ~-Kommando wie folgt extrahieren:
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vars = Fl atten[x]
sol = Solve[mat.x =Db]

{x1, x2, x3}

{{xlffill, xz%,;‘i’ X3 -1

Die Antwort wird wieder als Substitutionsliste gegeben, woraus sich die Lésung in Matrixnotation wie folgt gewinnen lasst. Auch die Probe lasst sich leicht
ausfuhren.
Mat ri xForm/e (x /. sol)

101
41

49

{ Tl }
14
T a1

(mat. x =b) /. sol

{True}

Matri xForm/e ((mat.x -b) /. sol)

(o

0
0
0

ClearAll ["A obal * "]

Solve verwendet beim Losen transzendenter Gleichungen intern den Mechanismus der InverseFunction . Da die meisten transzendenten Funktionen keine
Inverse Uber dem ganzen Definitionsbereich besitzen, ist das Ergebnis von beschrankter Aussagekraft. Meist wird nur eine Lésung, der Hauptwert,
angegeben.

Mit dem folgenden Ergebnis wiirden Sie im Abitur sicher nur mittelméafig abschneiden.

Sol ve[Si n[xj == E x]
2
Sol ve::ifun:

I nverse functions are being used by Solve, so sone solutions may
not be found; use Reduce for conplete solution infornmation.

{fx-5H

Das Kommando Reduce hilft weiter. Die Verbindung zu Solve missen Sie aber selbst herstellen.
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. 1
sol = Reduce[S| n[xJ] == > x]

7T 5
C[1] elntegers && x::€+27rC[1} \|X::?+27(C[1]

Es ist auch deutlich besser mit Zusatzinformationen konditionierbar als Solve .

Beispiel:

1
us= Reduce[Si n[x] == -2—&&—5<x <5, x]

7 7T 5
Xz o— | [ X= — || X = —
6 6

{fxo-T) fxo 23 fxo 20

1
Sol ve[Si n[xJ = E&&—5<x <5, x]

Solve::eqf : x <5 is not a well -fornmed equati on.
Solve::eqf : x <5 is not a well -fornmed equati on.
1
Sol ve{Sin[x} E&&—5<x<5, x}
u = Reduce[sol & & -5 <x <5, X]
Tt
(0[11 == 0 8&& X 7) |
6

(cm 1| C[1] ::o) &&X - (57r+127TC[1])}

| -

v = {u// ToRul es}

{{C[l] 50, X ﬁ}, {C[l} 51, X - : (57r+127rC[1])}, {C[l} -0, M <5n+12nC[11>}}
6 6 6

X//. vV

{T( s 57‘(}

Eine Exponentialgleichung

ClearAll ["d obal * "]
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Sol ve[ax +a2* =1, x]

Sol ve: :ifun:
I nverse functions are being used by Solve, so sone sol utions may
not be found; use Reduce for conplete solution infornmation.

Log{%(—1+\/#5“” jur+Log[% 1+x/€”
g , AX >

Log[a] Log([a]

Messages [Sol ve]
O f [Solve::"ifun"7];

{Hol dPattern[Sol ve::eqf ] =‘1" is not a well -formed equation.,
Hol dPattern[Sol ve::ifun] =
I nverse functions are being used by ‘1', so sonme solutions may not be found; use
Reduce for conplete solution information., Hol dPattern[Sol ve::ifun2] -
Cannot obtain a solution with the InverseFunctions -> Fal se option setting.,
Hol dPattern[Sol ve: : svars] =»
Equati ons may not give solutions for all "solve" variables. }

sol = Sol ve[u+u2 =1, u]
(fao (28]} fuog (208)))

Sol ve[a* ==u, x] /. sol [2]

toa[} [ 15
Log[a]

X -

Reduce[aX +a?x =1, x]
C[1l] elntegers &a + 0&&Log[a] + 0&&
jn+2]1n<:[1}+|_og[§(1+ﬁ)] zmqlpl_og[%(_uﬁﬂ

X = || X ==
Log[a] Log[a]

rsol =Reduce[ax+a2" =1&%a>0, x, Real s

o[ 15

Log[a] #+ 0 &&a > 0 &&X ==
Log[a]

rsol [3] // ToRul es

Log| 3 (-1+/5 )]
L PTES

Sol ve[rsol [3], x]

Log{% (71+\/?H
Log[a]

X -

Bei transzendenten Gleichungen ist die explizite Angabe der Variablen, nach der aufgeldst werden soll, oftmals erforderlich, um Fehlinterpertationen der
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Gleichung durch Mathematica zu vermeiden.

1
eq =Sin[x] +Cos[x] == ——; Sol ve[eq]
V2

Sol ve: :svars:
Equati ons may not give solutions for all "solve" variabl es.

{{Cos[x} - \/17 - Si n[x}}}

So findet Mathematica die (wichtigsten der) Losungen.

sol 1 = Sol ve[eq, X]

{{x»ArcCos{% (\E—\/?)H {x»—ArcOos{% (ﬁ+\@)”}

Reduce findet die gesamte Lésungsmenge und durch zusatzliche Beschrankung auf ein Intervall lassen sich auch einzelne Lésungen isolieren.

Reduce[eq, X]

2-6 2+/6
C[1] eI ntegers & x::ZNcTan[m} +27C[1] |\x::2ArcTan[m] +27C[1]
2++/2 2++/2
sol 2 = Reduce[eq &0 <x <2, x] //Sinmplify // ToRul es
2+\/?5‘
{x»ZArcTan[i}}
2+\/2_

Und hier die Probe mit beiden Lésungen. Simplify hat sowohl Schwierigkeiten, unterschiedliche Wurzelausdriicke als gleichwertig zu erkennen, als auch
Ausdriicke mit trigonometrischen und Arcusfunktionen zu analysieren. FullSimplify schafft es in allen (diesen) Fallen.

eq/. soll//Sinplify
% // FullSimlify

{2\/2+ﬁ ~2 +6, True}

{True, True}

eq/. sol2//FullSinmlify

True
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(x /. sol 1[1]) = (x /. sol 2)
% //FullSinmplify

ArcOos[% (ﬁ—ﬁ)] -—2ArcTan{¥]
2+\2

True

Diese Losung gibt Maple als Antwort. Auch deren Gleichwertigkeit findet FullSimplify heraus. Beachten Sie, dass Klammern gesetzt werden mussen, da
die Bindungskraft des Infixoperators == héher ist als der von /. . Ohne Klammern wiirde die zweite Zeile als x /. (sol1 [ 2= x) /. sol3 grundlich

missverstanden.

VY3 -1
sol3=x->—ArcTan[—

'\/?+1

(x /. sol 1[2]) == (x /. sol 3)
% // FullSinmplify

—l+\/§“}
1+4/3

X > 7ArcTan{

7l+\/3_]

—ArcOosLlT(\/?+\/?H:—ArcTan[ =
1++v3

True

Und hier noch einige Beispiele.
Transzendente Gleichungen sehr unterschiedlicher Struktur kénnen geldst werden.

Solve[Vx+1 +Vx-1 =a, x]

Diese Wurzelgleichung ist aquivalent zu einer Eliminationsaufgabe mit folgendem System
Solve[{x+1=y? x-1=2% y+z=a}, X, {y, z}]
4+at
x> 2=t
4 a2

und dieses wiederum zu diesem Eliminate ~Kommando
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Elimnate[{x +1=y? x-1=2° y+z=a}, {y, z}]
Sol ve[%, X]

a*-4a%x = -4
4 4
(x> 5=

Ein weiteres Beispiel.

Solve[2Log[x +1] -Log[x -1] =3, X]

HX%% (—2+e?’—\/—8@3+e6 }, {Xe% (—2+€3+\/—8€3+@6

%// N

J)

{{Xx > 1.25264}, {x > 16.8329})

Diese Gleichung lasst sich auf eine algebraische zurtckfiihren.

Bei wirklich transzendenten Gleichungen wei3 Mathematica dann gelegentlich auch nicht weiter.

Sol ve[\/?Log[x+1] +Log[x -17 =1, x]

Sol ve: :tdep:
The equations appear to involve the variables to be sol ved
for in an essentially non-al gebraic way.

Sol ve{Log[71+x} +4/2 Log[l+x] =1, x}

Reduce[\/? Log[x +1] +Log[x - 1] == 1, x]

Reduce: : nsnet :
Thi s system cannot be solved with the net hods avail abl e to Reduce.

Reduce[Log[fler] +4/2 Log[l+x] =1, x}
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Pnn[VEHﬁgu+1]+Lq”x-1L m,l,sﬂ

4

N
LIS S S B S S S B S B B B e

Fi ndRoot [\/7 Log[x +1] +Log[x -1] ==1, {X, 2}]
{x - 1. 67576}
Sol ve[x + EX == 12, X]

| nver seFunction::ifun:
I nverse functions are being used. Values may be
|ost for multival ued inverses.

{{x>12 -Product Log[e'?]}}

%// N

({X >2.27473})

On[Sol ve::"ifun"7;

m LOsungen weiterverarbeiten

ClearAll ["A obal * "]

Losungen werden in Form von Substitutionslisten ausgegeben. Diese sind besonders einfach fiir die verschiedensten Zwecke der Weiterverarbeitung
einzusetzen.
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sys:{x2+y-2==0, 3x—y2—2==0};
sol =Solve[sys, {X, V}]

{{xal, y-1}, {(x-2, y--2},

h;»%(fsijEj,y4>%(1731v§j},{x»%rp3+jvﬁw,y4>§(1+31v51}}

Lésungstupel extrahieren
{x, y} /. sol

@1,1L{2,_a,{ (i3], T 3nvzj},{%(_3+jv§),%(1+3ﬂv§)H

Lésungen in Ausdriicke einsetzen

x2 +y? /. sol
% // Expand

{28—(3 iV3

+_(1 31\/_) (3“1\/_)

1+31ﬁ)2}
(2, 8, -5, -5}

Die Probe
sys /. sol

{True, True}, {True, True}, {-2+ — (-3 - nr 1-3i1+/3 ] =0, True},
:

N P

1
{,2+w( 3+1v_) +w(1+31v_) -0, True}}
4
% // Expand
{{True, True}, {True, True}, {True, True}, {True, True}}

(First /@esys) /. sol

{{o, 0}, {0, 0}, {2+—(3 I\F) +_(1 31\F) -2+g(-3-jﬁ)—%(1-31ﬁ)2},
1 3 1 2

{72+Z(3+1v_) +w(1+31\/_) 72+£(73+jV3_)7Z(1+31\/?) }}

% // Expand

{{0, 0}, {0, 0}, {0, O}, {0, O}}

Weiterarbeit mit einzelnen Lésungen.
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Tabl e[x" +y", {n, 5}1 /. sol [3] // Expand

{-1-21\/_3‘, 5, -10+61i+/3, 31+24i+/3, 119-481\/_3‘}

Lésungen in der komplexen Zahlenebene darstellen

I =So|ve[x5+7x+1==0, x] // N

{{X > -0.142849}, {x »-1.11308 - 1.15173 1},
(X > -1.11308 + 1. 15173 i}, (X - 1.1845-1.151391i}, {x > 1.1845+1.15139i}}

Li stPl ot [{Re[x], Im[x]} /. |, PlotStyle- PointSize[0.03], PlotRange » {-1.5, 1.5}]

1.5

1.0

0.5

-1.0

-1.5

Solve kann auch dazu verwendet werden, um implizite Formeln nach einzelnen Variablen aufzulésen und so Parameterdarstellungen zu gewinnen.

Hier wird eine Kreisgleichung, die zum Vergleich leicht in die Normalform (x + 1)? + (y — 4)? =117 gebracht werden kann, nach y aufgelost.

I'sg =Solve[x?+2x+y*-8y =100, y]

({ysa-y116-2x-x2 ], {y-a+[116-2x-x ]

{f1[x_1, f2[x_1}=y /. Isg

{47\/11672x7x2, 4+\/11672x7x2}

{f1[31, f2[41} // N

(-6.04988, 13.5917)
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Plot [{f1[x], f2[x]}, {x, -12, 10}, AspectRatio- 1]

m Nullstellen von Polynomen

ClearAll ["A obal ' "]

= Die Root—Notation

nst =So|ve[x5—x+1==0, x]

{{x >Root [1-n1+u1°& 1]}, {x-Root [1-u1+n1°& 2]},
{x > Root [1-#1+u1°& 3]}, {x->Root [1-ul+u1°& 4]}, {x>Root[1-ul+u1°& 5]}}

Roots und ToRules
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Roots[x5-x+1==0, x]
X = Root [1-#1+11°& 1] ||x =Root [1-nl+51°& 2] ||

X == Root [1-#1+51°& 3] || x =Root [1-#1+11°& 4] || X =Root [1-#1+51°& 5]

{% // ToRul es}

{{x >Root [1-u1+11°& 1]}, {x >Root [1-#a1+51°& 2]},
{x > Root [1-#1+u1°& 3]}, {x->Root[1-nl+u1°& 4]}, {x>Root[1-nl+u1°& 5]}}

Weiterverarbeitung von Root—Ausdriicken

N[nst, 20]
{{x - -1.1673039782614186843}, {x —» -0.18123244446987538390 - 1. 08395410131771066843 1},
{X - -0.18123244446987538390 + 1. 08395410131771066843 i},

{x - 0.76488443360058472603 - 0. 35247154603172624932 1},
{x > 0.76488443360058472603 + 0. 35247154603172624932 1} }

NSol ve[x5 -x+1=0, x, 30]

{{x>-1.16730397826141868425604589985},
{x - -0.181232444469875383901800237781 - 1. 083954101317710668430344492981 1},
{x - -0.181232444469875383901800237781 + 1. 083954101317710668430344492981 1},
{x > 0.76488443360058472602982318771 - 0. 352471546031726249317947091401 },
{x > 0.76488443360058472602982318771 + 0. 352471546031726249317947091401}}

Plusee (x /. nst) // Sinplify
0

Plusee (x%% /. nst) //Sinmplify

{0, 4, -5}

Parameterabhangige Root—-Ausdriicke

nst = Sol ve[x5+ax+1== 0, x]

{{x>Root [1+anl+n1°& 1|}, {x>Root[1l+anl+nl®& 2]},
{x>Root [1+anl+u1°& 3]}, {x >Root [1+anl+ul®& 4]}, {x>Root[l+anl+ul°& 5]|}}

%/. a-1
[{x > Root [1-n1?+n1° & 1]}, {xﬁ% (-1-:/3)},

{X%% (-1+iV3 ]} {x>Root [1-r1%+11°& 2]}, {x-Root[1-n1”+u1°& 3]}}
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% // ToRadi cal s

ffxo2
{Xei(—l+i\/§')}, {X»E+E(l+j\/§-) (1(253\/-6-5)J1/3+ 1-iv3
’ >0 2 322/3 (25-3/69 |

})

1/3
2

1_ -
25-3+69

_(% (25-3@))1/3]}, {x»% (~1-iv3)},

1/3 }

{x+£+£(l—j\/?) [5(25-3W)}1/3+ Loive "
3 6 2 392/3 (25,3\/@“) !

rifa_] =x /. nst[11;
Plot [r1[u], {u, -5, 5}]

_4 -2 | 2 4

RootReduce

V2 ++/3 // Root Reduce
Root [1-10#1% +11% & 4]

\3+2v2 //Simplify

3:2+2

% // Root Reduce

l+\/2_
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16

V11+6vZ +V11-62 /7 Sinplify
\/11—6\/2_+\/11+6\/?

% // Root Reduce

6

Vi11+6vZ +V11-6+2 // Ful | Sinplify

6

Mehrere Root —Ausdriicke zum selben Polynom
Simultane Zuweisung an die Variablena,, ..., as:

nst = Solve[x®-x+1=0, x]|;
{a1, a, az, a4, as} =x /. nst

{Root [1-#1+11°& 1], Root [1-u1+n1°& 2],
Root [1 -1 +51° & 3], Root [1-1l+51°8& 4], Root [1-ul+u1°8& 5]}

a; - a, // Root Reduce
Root [2869 + 5000 =17 + 400 :1* + 3750 #1° - 40 #1°% + 625 #1'° - 95 112 - 10 #1'° + 11?0 &, 4]

1l+a;

1-a;

// Root Reduce

Root [1+13#1+211% +1811% - 3a1% + 11° & 1]

ai + ax

// Root Reduce
as + ay
Root [1 + 20 #1 + 185 1#1% + 1065 #11° + 4339 #11* + 13520 #1° + 34 005 11° +

71890 717 + 132279 118 + 219722 11° + 342269 111° + 512915 111 + 736 779 =112 +
986252 11% + 1191549 111 + 1272045 =#1%° + 1191549 1116 + 986252 1117 +

736779 118 + 512915 7#11° + 342269 1120 + 219722 11%! + 132279 1122 + 71890 1123 +
34005 111%* + 13520 51 + 4339 #1°° + 1065 11°7 + 185 #1°% + 20 11%° + 1% &, 6]

Rationalmachen des Nenners

—//FRullSinmplify
V2 +V3

1
VZ VT
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1

Vv2 +V3
ul =u // Root Reduce
u2 =ul // ToRadi cal s
u3=u2//FullSinplify

u

1
VZ NE

Root [1-10#:1% + 1#1% & 3]

5-2+6
V2«43

Leaf Count /@ {u, ul, u2, u3}

(13, 16, 13, 13}

1
us= // Sinplify
'\/—é—+‘\/3 +V5
1
V2 +4/3 ++/5

ul = u // Root Reduce // ToRadicals // Ful | Sinplify

1%1
2\ 3

Alle Variablen mit Subscript I6schen.

5+/6 -/10 - 15 |

Cl ear [Subscri pt]

Inverse zu V2 + V3 + /5 als Linearkombination mit unbestimmten Koeffizienten ansetzen.

inv=apg+a; V2 +a, V3 +as V5 +a4\/E+a5V1O +ag V15 +a7; V30 ;
ex=Expand[i nv (\/7+\/3 +V5)—1]

71+ﬁao+ﬁao+\an+2al+ﬁal+\/10 a1+3a2+\/§a2+
15 ay +5a3 + V10 as++/15 az+3+/2 as+2+V3 a4 ++30 as +5+v2 as +
25 a5 +/30 as +5+/3 ag+3+/5 ag++V30 ag+5+V6 a; +3+10 a; +2+/15 ay

OoIIect[ex, {\/? \/? \/?}]

71+2a1+3a2+5a3+ﬁ<ao+2a5+3ae)+\E(ao+2a4+5ae+ﬁ(a2+a3+2a7>)+
\/7(ao+3a4+5a5+ﬁ(al+a3+3a7)+ﬁ(al+a2+ﬁ(a4+as+a6)+5a7))
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Das zugehdrige lineare Gleichungssystem extrahieren und lésen.

| hs = CoefficientlList [ex, {\/2_ \/? \/?}] // Flatten

{-1+2a;+3a,+5a3, ap+2as+3ag, ap+2a4 +5as,
a2+a3+2a7, ao+3a4+5a5, a1+a3+3a7, a, +ax +5ay, Aq +as +ag }

sol =Solve[l hs ==0]
1 1

Hale—, a, > —, az >0, ag~>0, a4 >0, as >0, ag >0, a7+——}}
4 6 12

u2 =inv /. sol [1] // Toget her

1

5 (3\/7+2\/?4/30)
u2 =u

True

Leaf Count /e {u, ul, u2}

{18, 33, 26}

RootSum

nst = Sol ve[x5—x+1== 0, x]

{{x >Root [1-u1+11°& 1]}, {x >Root [1-#a1+51°& 2]},
{x > Root [1-#1+u1°& 3]}, {x->Root[1-nl+u1°& 4]}, {x>Root[1-nl+u1°& 5]}}

Plusee (x*3%%% / nst) //Sinplify

{0, 0, 4, -5, 0}

Plus@@( /. nst)//FuIISianify

Z -X
-1+5z4

1-z+25

Root Sum[l —ul +#1° &,

ol

-1+5z4

1-z+25
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Root Sum[l —ul+ 115 &, &]

22 -3z +#
-1+152 +1222-17124+3625+528
-1+32-22-3923+152%+24325-1262%+1227 +210

Root Sum[1 - #1 +#1° & Sin[#] &]
Root Sum[1 - #1 + #1° & Sin[#l] &]
% // Nor mal

Sin[Root [1-#1+11°& 1]]+Sin[Root [1-51+n1%& 2]]+
Sin[Root [1-#1+n1°8& 3]]+Sin[Root [1-r1+n1°& 4]]+Sin[Root [1-nl+1°& 5]]

= Polynome dritten und vierten Grades

= Polynome dritten Grades

f =x3-3x+1;
Pl ot [f, {x, -3, 3}]

Solve verwendet die Cardanoschen Formeln zur Darstellung der Nullstellen eines Polynoms dritten Grades. Besonders im casus irreducibilis ist es schwer
zu entscheiden, dass es sich bei den Lésunngen um reelle Zahlen handelt.
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sol =Solve[f =0, x]
1 1 1/3
X = 2 (-1+1+3 ,
(S rvrwr=r M LSRG
1-i+3 11 . 13 .
[x- W[E(,mﬁ)] (1+iv3)],

22/3 (_1+jv?)l/3 2

1 1 /3 1+1i+/3
>-—(1-1+3 — -1+1+V3 -
{X 2 ( ) (2 ( )] 02/3 (1+i\/§')1/3}}

(x /. sol) // N
{1.53209 +0. i, 0.347296 +1.11022x10*° 4, -1.87939-1.11022x10% 1}

Ful | Sinplify[x e Real s /. sol ]

{True, True, True}

ComplexExpand findet sogar die trigonometrische Darstellung der entsprechenden aklgebraischen Zahlen, die im casus irreducibilis eigentlich verwendet
werden sollte. Mit trigonometrischen Ausdriicken kann Mathematica aber als algebraische Zahlen schlechter rechnen.

sol 1 = sol // Conpl exExpand

Vs

(s

+\/?Sin{gH, {X»Cos[g] fﬁs”‘[g”' {Xﬁizoos[g”}

Deutlich besser kann Mathematica mit der Darstellung der Nullstellen in Root ~Notation umgehen, die man etwa wie folgt erzeugen kann:

sol 2 = {Reduce[f =0, x] // ToRul es}

{{x >Root [1-3u1+51%& 1]}, {x >Root [1-3u1+u1%& 2]}, {x->Root [1-3=ul+u1®& 3]}}
sol2//N

{{x > -1.87939}, {x -0.347296}, {x - 1.53209}}

X e Real s /. sol 2

{True, True, True}

Rekombination der Nullstellen zum Ausgangspolynom in den drei Darstellungen.
Zunéachst die Darstellung durch Wurzelausdriicke.

Timesee (x - (x /. sol)) // Expand
iv3 2
2 —l+Ji\/3_

-3x +x3

N| -
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% // Toget her

1-3x+x3

Hier die ausgefihrten Schritte im Einzelnen. A=1 /' 3 ist der einzige Kern im Absolutglied.

2
// Toget her
A

% // Cancel

1

Nun die trigonometrische Darstellung.

Tinesee (x - (x /. sol 1)) // Expand

2 3 742 ﬁ]z

x3-3xoos[g +200$[§] -3x$in{9} —6005[3]Sin[5

% // Tri gReduce

1-3x+x3

Und schlieBlich die durch Root —Ausdriicke.

Timesee (x - (x /. sol 2)) // Expand

x® -x?Root [1-311+01%& 1] -x?Root [1-3al+u1%8& 2]+

x Root [1-3#1+11%& 1] Root [1-3u1+u1%&, 2] -

x2 Root [1-311+11% & 3] +xRoot [1-311+u1%& 1] Root [1-3u1+11°& 3]+
x Root [1-3#1+u1%& 2] Root [1-3u1+u1%& 3] -

Root [1-311+11%& 1] Root [1-3#1+#1°& 2] Root [1-311+11°&, 3]

%//Sinmplify

1-3x+x°3

Generell I&sst sich feststellen, dass Mathematica zwar weif3, dass die folgenden Ausdriicke algebraische Zahlen sind, aber nur zu wenigen die Root ——
Darstellung berechnen kann.
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Tt
Sin[—] // Root Reduce
Range[3, 15]
{—3, 1 Root[5-20m17 1 1611% &, 3], =, sin[Z], sin[Z], sin[Z],
2 5 2 7 8 9
%(_1“/5 ), Sin[%}, Root [1- 16112 + 16 1% &, 3], Sin[%], Sin{%}, Sin[%

#e A gebraics &/@%

{True, True, True, True, True, True, True, True, True, True, True, True, True}

n[-—-—-——-—z—-—-—-—] // Functi onExpand
Range[3, 15]

Sin[%],

2v2

= Polynome vierten Grades

f=x?-4x3+7x+1;
Pl ot [f, {X, -2, 5}]

60

50

40

30

20

10

|

|
<

Mit solchen Lésungsformeln kann man wirklich nichts mehr anfangen.

sol =Solve[f =0, x]

sol //Simplify

I}
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Dass es sich um vier reelle Losungen handelt, erkennt Mathematica aus dieser Form nur mit Miihe. Selbst das méachtige FullSimplify braucht dafur einige
Zeit.

sol // N

{{x>-1.09306 + 1. 03463 x 10°Y i}, {x--0.144649 - 1.89189 x 10717 i},
{x->1.88829+1.37842x10 "7 i}, {x -3.34943-5.21162x10 % i}}

Full Simplify[x e RReals /. sol] // Timng

{83.71, {True, True, True, True}}

Mit dem Ergebnis von ComplexExpand kann man wohl auch kaum etwas anfangen.

sol 1 = Conpl exExpand /e sol

soll1//N

{{X > -1.09306}, {x > -0.144649}), {x »1.88829}, (x - 3.34943})

Mit der Darstellung in Root —Notation dagegen kann Mathematica gut umgehen. Alle relevanten Informationen tber die Nullstellen sind ohne weitere
Vereinfachungen verfugbar.

sol 2 = {Reduce[f == 0, x] // ToRul es}

{{x>Root [1+7u1-4u1%+u1*& 1]}, {x >Root [1+7nl-4n1®+n1*& 2]},
{x >Root [1+711-4u1°+u1%& 3]}, {x >Root [1+751-4a1%+01*& 4]}}

sol2//N

{{X > -1.09306}, {x > -0.144649}), {x »1.88829}, (x - 3.34943})

X e Real s /. sol 2

{True, True, True, True}

Fir diese Kontrollrechnung schafft es erst das machtige FullSimplify , die geschachtelten Wurzelausdriicke aufzuldsen.

Tinmesee (x - (x /. sol)) // Expand

7 (%(585@%‘50*931"))1/3 (585+1M)2/3 -
§ } 32/3 + 12 22/3 31/3 + (% (585 - \/m) )2/3 _
= B : +7Xx-4x3 x4
8 o somr ||, e T

(2 (585+1 /50991 | )1’/’3
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sl=9%//Sinplify

(% (585 + /50991 | )1/3 (585 + i V50991 )2/3

256

w| N

32/3 12 22/3 31/3 (% (585+1m))2/3
32 L
1/3 /
3 (oo ot )7 [, Gomacom”

32/3

sl //N// Chop
1. +7. x -4, x3 +x4
sl //FullSinplify

1+7x-4x3+x4

(g (585+i V50991 | )1/3

Mit der Ausgabe von ComplexExpand kommt Mathematica dagegen uberraschend gut zurecht.

Tinesee (x - (x /. sol 1)) // Expand

16997
3

—3+7x—4x3+x4—8\/?005{§ArcTan[TH +
2

1

sl=%//Sinplify

1+7x-4x3+x4

Mit der Root —Notation bereitet diese Vereinfachung ebenfalls keine Schwierigkeiten.

. JE
4 4+8ﬁ003[§ArcTan{ ° H

195

+7X -4x3+x4
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s2=Tinesee (x - (x /. sol 2)) // Expand

x* -x3Root [1+711-411%+11%& 1] -x*Root [1+7a1-481%+11* &, 2] +
x?2Root [1+711-481%+11"& 1] Root [1+7u1-481%+51"&, 2] -

x® Root [1+711-411%+11%8& 3]

x?Root [1+7u1-411%+51%& 1] Root [1+7u1-4a1%+51%& 3]+

x2 Root [1+711-411%+51%& 2| Root [1+7a1-451°+u1*& 3] -

x Root [1+7 51 -451%+11*& 1] Root [1+711-4u1%+11%& 2| Root [1+7a1-45u1°+u1*& 3
xRoot [1+711-411%+11%8& 4]+

x2Root [1+711-411%+11"& 1] Root [1+7u1-481%+51"&, 4]+

x?Root [1+711-481%+51"& 2] Root [1+7u1-481%+51"&, 4] -

xRoot [1+751-4a1%+11%& 1| Root [1+781-4a1%+11%& 2| Root [1+751-4u1%+01%& 4]+
x? Root [1+7u1-411%+51*& 3] Root [1+7ul-411%+51%&, 4] -

x Root [1+7 51 -451%+11*& 1] Root [1+711-451°+11%& 3| Root [1+7a1-4u1°+01*& 4] -
x Root [1+751-4411%+11*& 2] Root [1+711-451°%+11"& 3] Root [1+7a1-4u1%+11*& 4]+
Root [1+7 51 -44u1%+51* & 1] Root [1+711-451°+11% &, 2]

Root [1+711-411%+11%& 3] Root [1+781-411%+411%8& 4]

+

%//Sinmplify

1+7x-4x3%+x4

Auch andere abgeleitete Ausdriicke wie diese Potenzsummen kann Mathematica deutlich einfacher vereinfachen, wenn die Nullstellen in Root —Notation
vorliegen.

Plusee (x~ {2, 3, 4, 5} /. sol) //Full Sinmplify

{16, 43, 140, 444,
Plusee (x~ {2, 3, 4, 5} /. sol2) //Sinmplify
{16, 43, 140, 444,

1
Pluse@ | ———— /. sol | //Full Sinplify
y2 -xy -x3

Schreibt man dieselbe Aufgabe mit den Nullstellen in Root —Notation an, so gelingt die Vereinfachung mit Simplify , nachdem Mathematica der Tipp
gegeben wird, es doch einmal mit der rationalen Normalform zu versuchen. Der LeafCount ist deutlich kleiner geworden. FullSimplify stellt Gbrigens Z&hler
und Nenner zusétzlich nach dem Hornerschema dar, was den LeafCount noch einmal verringert.
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1
Plusee | ——— /. sol 2| // Sinplify
y2 - xy -x3
% // Leaf Count

1

+

y2 -y Root [1+7a1-411%+01%& 1] -Root [1+7a1-4u1%+u1%¢g, 1]°
1

+

yZ -y Root [1+7a1-4u13+11* &, 2] -Root [1+7 51 -4113+11% g 2]°
1

y2 -y Root [1+7 51 -4u1%+11% & 3] -Root [1+7 51 -4m1%+u1%8, 3]°
1

y2 -y Root [1+7 51 -4:1%+11% & 4] -Root [1+7 51 - 41130148, 4]°

213

1
u=Plusee | —————/. sol2| // Together //Sinplify
y2—xy—x3
% // Leaf Count
331 +427y +506y2 + 71y3 -129y4 - 12y5 + 4y$

1+49y +389y2 +443y3 +312y4+39y5 -43y6 _4y7 . y8

71
u//FullSinmplify
% // Leaf Count

331+y (427 +y (506 +y (71 +y (=129 +4 (-3 +y)Vy))))
1+y (49+y (389+y (443 +y (312+y (39+y (-43+ (-4+y)Yy))))))

58

m Polynomiale Gleichungssysteme

ClearAll ["G obal " "]

Das folgende Gleichungssystem ist invariant unter zyklischer Vertauschung der Variablen. Diese Eigenschaft hat deshalb auch die L6sungsmenge. An der
Ausgabe des Solve —-Kommandos ist das nicht so recht sichtbar.
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polys = {z?+x+y -3, y?+x+2-3, x*+y+z-3};
vars = {X, y, z};
sol = Sol ve[polys =0, vars]

{{x+—3,y+—3,z+—3}, {x-1, y-1 z-1},
{X%—\/?,y%lJr\/?,Z%—\/Z_}, {X%\/Z_,y%l—\/?,Z%\/?},
{X%l—\/?,ye\/Z_,Z»\/?}, {Xe1+\/2_,ye—\/?,29—\/?},

4 V2 4-+/2
{XeZ\/Z_— + , +4,Zel—\/2_},
“1+2+/2  -1+2+2 “1+242
4 V2 -4 -+/2
{Xe—2ﬁ+ + A ,Zel+\/7}}
1+2/2 1+2+2 1+2/2
sol // N

{({x--3., y--3.,2z--3.}, (x-1.,y->1., z->1.},
{X > -1.41421, y - 2.41421, z » -1. 41421}, {x > 1.41421, y > -0. 414214, z > 1. 41421},
{X > -0.414214, y - 1. 41421, z - 1.41421}, {X —>2.41421, y > -1.41421, z - -1.41421},
{x > 1.41421, y > 1.41421, z » -0. 414214}, {x > -1.41421, y - -1.41421, z - 2.41421}}

sol //Simplify

{{X+—3, yo5-3,25-3), (x>1, yo1l, z51),

{X%—\/?, y->1+v2, Ze—VZ_}, {X%\/Z_, y->1-+2, 29\/?},

{xal—\/?, y V2, z»\/?}, {x»1+\/2_, y > -2, z»—ﬁ},
4-~2 4-~2
- Y —

{X% , ,z+1—x/7}, {Xa—
“1+24/2 “1+24/2

1+2/2 1+2/2
sol // Full Sinplify

{{xa—?:, y-»>-3,z2--3}, {x-1, y->1, z->1},

{X%—\/‘ZA, ye1+\/—2‘, Z%—ﬁ}, {X%ﬁ, yal—\/?, Z%\/—Z‘},
{Xel—\/?, y >V2, Z%ﬁ}, {X+1+\/2_, y > -V2, Z%—\/?},
{X%\/?, y-vV2, 2%1—\/?}, {x»—x/?, y - -V2, 291+ﬁ}}

Statt Solve konnen Sie auch Reduce einsetzen, um Gleichungssysteme in einfachere Form zu bringen. In Ergebnis wird das Problem in eine boolesche
Kombination mehrerer Teilprobleme zerlegt, die sich mit LogicalExpand in die distributive Normalform bringen lasst.

rsys = Reduce[pol ys == 0, vars]

(= V2 1% V7 ) aa y:%(lfm) Hy:%(um) &&22:1ny X
(x—3|xl|x1—\/2_|xl+\/7)&&y;(3—x2)&&z3—x2—y]
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rsys // Logi cal Expand

X = -38&Y == (3—x2)&&z ::37XZfY] I

x::l&&y ==

NP N

x::x/z_&&y::%(lx/94x)&&2::ly] I

(3-x?) &&z ::37x27yJ I

1
X::_\/f&&y:E

1+\/9—4x)&&z ::1—y] K

1 1

x =2 8&y = - [1-Ve-4x|eaz ::1—y] 1 x=V2 sy = (1+Vo-4x | eaz ::1—y) N
1 1

Xx=1-42 &&y:E (3-x%) &&z ::3—x2—y] ] [x=1++2 &&y:E (3-x%) &&z ::3—x2—y]

Solve kann auch mit solchen booleschen Kombinationen von Gleichungen aufgerufen werden. Hier liefert es gleich die Antwort, welche Solve auf dem
Ausgangssystem erst nach Anwendung von FullSimplify gefunden hat.

Sol ve[rsys, vars]

{{29-3, Yy -3, x5-3}, (z>1, yo1, x>1),

{Z%—\/?, X -2, yel+ﬁ}, {Z%—\/Z_, y -2, x+1+\/7},
{Z%\/?, x>+\2, y»l—\/f}, {z»\/?, y >2, X%l—\/?},
{Zel—\/?, X >2, y»\/?}, {z»1+\/2_, X > -2, y»a/?}}

Das Vorgehen beim Ldsen dieses Systems folgt grob dieser Idee:

f =Elimnate[polys =0, {X, y}]
-82+1922+42%3-10z*+25=6
Factor [f [1] -f [21]

(-1+2) (3+2) (-2+2%) (-1-22+2?)

f=6x3y2-x3y3_x4y2:

polys = {D[f, x], DIf, y1};
vars = {X, y};
Sol ve[pol ys == 0, vars]

Sol ve: @ svars:
Equations may not give solutions for all "solve" variabl es.

{({x-3, y-2}, {x-0}, {x->0}, {x->0}, {x->0}, {(x->0}, {(x->0}, {y->0}, {y->0}3

% // Uni on

{{x-0}, {y->0}, {x->3, y->2}}
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Sol ve[Reduce[pol ys ==0, vars], vars]

Sol ve: :svars:
Equati ons may not give solutions for all "solve" variabl es

{({x->3, y->2}, x>0}, {y->0}}

polys = {W+X +Y +Z, WX+XY +WZ+YyZ, WXY+WXZ+WyzZ+Xyz, wxyz-1};
vars = {w, X, y, z};
Sol ve[pol ys == 0, vars]

Sol ve: :svars:
Equations may not give solutions for all "solve" variables

{{W%_; yﬁg Koz}, {wo ; yﬁ_; s
{H_viv, z%viv, y - -w), {HVEV, 29—\%, 1

Reduce[pol ys == 0, vars]
Sol ve[%, vars]

1 1
W#0&& X = -~ || X = _] &&Y = -W&&RZ = -X
W W

Sol ve: : svars

Equati ons may not give solutions for all "solve" variabl es
1 1 1 1

{{ye—w, Z»—f,Xe—}, {y%—w, Zef,X9——}}
w w w w

polys = {6t xXy"2 -t x"2z2-6txyz+3txz"2-2t2z"3-6Xy"2+6xyz-2x2z"2, -t x"2y+
3t xy"2+10t y*"3-15ty"2z+3tyz"2-3xy"2-10y*"3+xyz+15y"2z-5yz"2,
18t x"2y"2 -3t x"3z-18t x"2yz+12t xy"2z+5t x"2z"2-12t xyz"2+
6t xz"3-8tz74-18x"2y"2+18x"2yz-12xy"2z2-4x"22"2+12Xyz"2-6x2"3,
-63t"2xy"2+9t"2x"22+63t"2xyz+18t"2y"22-27t"2xz"2-
18t "2y z"2+18t"2z"3+78t xy"2-78t xyz-18ty"2z+
24t xz"2+18t yz"2-9t z"3-15xy"2+15xyz-5x2z"2};

vars = {t, X, vy, z};

sol 1 = Sol ve[polys ==0, vars]

Sol ve: :svars:
Equations may not give solutions for all "solve" variabl es

1
{{yeO, z-0}, {t>1 x>0, z-0}, {y>0,t-50, x>0}, {y—>0, t eg, x+—z},

{yeg, t »7%, x»z}, {ye; t -0, X%O}, {y->z, t -0, x>0}, {y»z, t%%, x»fz}}
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Reduce[pol ys == 0, vars];
sol 2 = Sol ve[%, vars]

Sol ve: :svars:
Equati ons may not give solutions for all "solve" variabl es.

z
{{yaO, z-0}, {t -0, x>0, y->0}, {t -0, x>0, yez}, {t -0, x>0, y->2z},

{t -1, x>0, z->0}, {yeo, Z->-Xx, t e%} {ya—x, z->-X, t e%} {yeg, zZ->X, t e—%}}

Vergleich der beiden Lésungen.

u=Sort /e ({x, y, z, t} /. {sol 1, sol2})

{{{o, 0, z, 0}, {0, y, 0, 1}, {o, g z, o}, (0, z, z, 0}, {x, 0, O, t}, {_z, 0, z, %}

{72, z, z, %} {z, g z, 7%}} {{0, 0, z, 0}, {0, y, O, 13, {O, g z, O},
0.2, 2,00 00,0, 11 [x 0 x ] [xox % b [xoax )]

Ein Geometrieproblem: Im Dreieck mit den Eckpunkten A(0,0), B(2,0), C(u,1) ist P(x1,x2) der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden durch A und B. Da sich
Innen- und AuRenwinkelhalbierende algebraisch nicht unterscheiden lassen, erhalten wir ein System whpolys mit zwei Polynomen zweiten Grades und
daraus vier mogliche Schnittpunkte der Winkelhalbierdendenpaare durch A und B. Die Lésung hangt von einem Parameter u ab.

whcon ist die Bedingung, dass P auch auf dem Winkelhalbierendenpaar durch C liegt.

ClearAll ["G obal " "]
whpolys = {4 -4x1+x1*-8x2+4ux2+4x1x2-2ux1x2-x2%, 2+2u?-2x1-2u®x1-2x1%+

2ux12—4x2+2ux2—4u2x2+2u3x2+2x1x2+4ux1x2—2u2x1x2+2x22—2ux22};

wheon = x12 - 2 u x1 x2 - x22;
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sol = Sol ve[whpol ys == 0, {x1, x2}] // Sinplify

Hxle% 2141 +u? _uJ(5_4U+u2) (1+2u2_2m/1+u2)
31+ u? J(5—4u+u2) (1+2u2—2uwl+u2) ]

1

x2»E 1+u2+2+/1+u? u(2+\/1+u2)J(54u+u2) (1+2u272uﬂ1+u2) ]}
1

{Xlag 2+4/1+ U2 +uJ(54u+u2) (1+2u272u\/1+u2) +

\/—]_-J:TJ?J<54U+U2) (1+2u22um)],
XZA% [1+u2+2mu(2+m]+J(54u+u2) (1+2u272u\/—1+7) ]}
Z—W—u\/(5—4u+u2) (1+2u2+2um) +
m\/<5—4u+u2) (1+2u2+2um)J,
xza; [1+u2—2 1402 +u{—2+m)—\/(5—4u+u2) (1+2u2+2um) )}
R T e
\/‘1+—112J(5—4u+u2) (1+2u2+2um) ]
v 2 1o w21 - [ (eauew (mmum)}}}

{Xl—)%

{Xle%

1
X2 » —
2

Hier ein Bild, in welches die berechneten Daten unmittelbar eingehen. Die Punkte sind so benannt, weil C und D Protected sind und deshalb nicht ohne
weiteres fUr Zuweisungen zur Verfigung stehen.
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PA= {0, 0}; PB= {2, 0}; PC= {u, 1}; PP = {x1, x2};
uo =0. 2;
txtl=
{Text ["A", PA+ {-.1, -.1}], Text["B", PB+ {. 1, -.1}], Text ['C", PC+ {0, .1}]} /. u->u0;
txt2 = (Text [Subscript ["P", #], PP+ (-1)® {0, .2}] /. sol [#] /. u-u0) &/@Range[4];
| =Line[{PA PB, PC, PA}] /. u-u0;
wl = Li ne[{{PA, PP}, {PB, PP}}] /. sol /. u-u0;
W2 = Li ne[{PC, PP}] /. sol /. u-u0;
Graphics[{{Thick, |, Blue, wl}, {Blue, Dashed, w2}, txtl, txt2}]

P2

Ps

whcon /. sol // Sinplify
{0, 0, 0, 0}
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red = Reduce [whpol ys == 0, {x1, x2}]

[(u:: ,j||u::2+j)&&
1 2 2
X2 = (78+4u+4x172ux1—\/(78+4U+4X1*2UX1) +4 (4-4x1+x17) ) x
1 2 2
X2 = (78+4u+4x1—2ux1+J(*8+4U+4X1*2UX1> +4 (4-4x1+x17) )J] a

(u::l&&xl::l&&(x2zzflf\/2_|\X2::—1+\/?)) ||

(uzl&&(xlzzl—\/?\le:l+ﬁ)&&x2:1) I

1
5-4u+u®+08&% x1::Z 4-2+/2 J32u+u2\/54u+6u24u3+u4 [

1
x1::Z 4+24/2 J3—2u+u2—\/5—4u+6u2—4u3+u4 [

1
x1::Z 4-2+/2 \/32u+u2+\/54u+6u24u3+u4 [

X1 =

4+2+2 \/3—2u+u2+\/5—4u+6u2—4u3+u4 &&

“1+x1-2uxl+2x1%2+ux1?-x18
-1+u+0&&x2 =

-1+u
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sol 1= {red// ToRul es}

—
c
|
N

|
=
x
I\)

~8+4u+4x1-2uxl- \/ 8+4u+4x1-2uxl)? 4(474x1+x12)

-8+4u+4x1-2uxl+ \/ 8+4u+4x1l-2uxl)? 4(4—4x1+x12>

“1+x1-2uxl+2x1%+ux1?-x1°
X2 - },
-1+u

1
{xleZ 4+2\/_2‘\/3—2u+u2—\/5—4u+6u2—4u3+u4 ,

“1+x1-2uxl+2x1%+ux1?-x18
X2 -

-1+u

1
{xl»z 4-2/2 \/32u+u2+\/54u+6u24u3+u4 ,

“1+x1-2uxl+2x1%+ux1®-x18
X2 - },
-1+u

1
{xlez 4.24/2 \/3—2u+u2+\/5—4u+6u2—4u3+u4 ,

“1+x1-2uxl+2x1%2+ux1?-x18
-1+u

X2 -
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sol =Select [soll, ! FreeQ[u /. #, u] &]

1
Hxlez 4—2\/2_\/3—2u+u2—\/5—4u+6u2—4u3+u4

“1+x1-2uxl+2x1%2+ux1?-x18
X2 - },
-1+u

1
{xl»Z 4+2ﬁ\/32u+u2\/54u+6u24u3+u4

“1+x1-2uxl+2x1%+ux1®-x18
X2 -

-1+u

1
{xl»z 4-2/2 \/32u+u2+\/54u+6u24u3+u4

“1+x1-2uxl+2x1%+ux1?-x18
X2 - }.
-1+u

1
{Xl%z 4422 \/3—2u+u2+\/5—4u+6u2—4u3+u4

“1+x1-2uxl+2x1%2+ux1?-x18

-1+u

X2 -

whcon //. sol // Sinplify

{0, 0, 0, 0}

m Weitere Aufgabenstellungen

glsys={2x+3y+z=a, X-y-z=Db, 3X+y+72z-=cC};
El i m nate[gl sys, z]

b---a+3x+2y&&1lx=7a-c-20y
Solve[%, {X, Y}]
{{xﬁ l (3a+10b+c), y - L (10a711b73c)}}
19 38
Eine Aufgabe aus der hollandischen Mathematikolympiade (Quelle [Heck 1993]):

Wie grof3 ist a* + b* + ¢*, wenn a,b und c reelle Zahlen sind und folgende Annahmen gelten:

a+b+c=3 aZ+b2+c?==9soniead +bd+c3 =24
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glsys={a+b+c=3, a?+b?+c?=9, a®+b%+c®=24};
sum=a* + b* + c*;

Solve produziert zwar riesige, aber von Mathematica leicht zu verarbeitende Menge von Wurzeltermen.

sol = Sol ve[gl sys, {a, b, c}]
sum/. sol // Sinplify

{69, 69, 69, 69, 69, 69}

Dieser Zugang mit Reduce transformiert zunéchst in eine logisch gleichwertige Form: a als Nullstellen einer Gleichung vom Grad 3, zu jeder L6sung fir a
zwei Werte fur b als (bereits explizit berechnete) Nullstellen eines Polynoms vom Grad 2 und schlief3lich zu jedem (a,b) ein aus einer linearen Formel zu
berechnender Wert c.

red = Reduce[gl sys, {a, b, c}]
(:mmpfsm%wf&1}Ha:mmpf3m%ﬁf&2]Ha:mmp-MM+mﬁ&3”m

:%(3—a—\/§‘m) K ::%(3-a+ﬁmJ

&&c =3-a-b

Ein nachgeschaltetes Solve liefert eine Losung in

sol =Solvel[red, {a, b, c}]
sum/. sol // Sinplify

{69, 69, 69, 69, 69, 69}

Das geht dagegen (noch) nicht.

Ful | Simplify[sum red]
a* +b*+c?

sol = NSol ve[gl sys, {a, b, c}1;
sum/. sol

(69., 69., 69., 69., 69., 69.}

Das sollte so eigentlich gar nicht gehen, denn die angegebene Losung gilt nicht fir beliebige Werte von (a,b,c), sondern nur fir 6 spezielle Tripel.

sys = Append[gl sys, X ==sum]
Sol ve[sys, X]
fa+b+c =3, aZ2+b2+c2=9, a®+bd+cd =24, x::a4+b4+c4}

{{Xx>69}, {x->69}, {x->69}, {Xx->69}, {x->69}, {(Xx->69}}

% // Uni on

{{x->69}}
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Auch das sollte eine leere Losungsmenge ergeben.

Reduce[sys, X]
Sol ve[%, X]

(c = Root [1-3#1%+51%& 1] ||c =Root [1-3a1*+411%& 2] ||c = Root [1-311%+11%¢& 3])&&

1 1
b::E (3—0—\/§W\/3+20—02) \|b:5 (3—c+\/§'\/3+20—02]J&&a::3—b—c&&x::69

{{x->69}}

Einzig diese (aquivalenten) Kommandos reagieren "wie es im Buche steht".

Sol ve[sys, x, {a, b, c}]

{{X >69}}

Eli mi nate[sys, {a, b, c}]

X =69

p=x>-5x+1;
Count Root s[p, X]
NSol ve[p =0, Xx]

3

{{X > -1.54165}, {X > -0.0494564 - 1.49944 1},
(X > -0.0494564 + 1. 49944 i}, (x »0.200064}, {x - 1.4405})

Root I nt erval s[p, Real s]
{{{-2, 0}, {0, 1}, {1, 3}}, {{1}, (1}, {1} }}
Root I nt erval s[p, Conpl exes]

{{{727 0}, {Ov 1}1 {11 3}1 {7474]‘11 4}1 {741 4+4]l}}1 {{1}1 {1}1 {1}1 {1}7 {1}}}

p=x>-(1+1)x+1;
Count Roots[p, {x, 0, | +5}]

1
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sol = NSol ve[p =0, Xx];

u=Point [{Re[#], ImM[#]}] &/@ (x /. sol);

v =Polygon[{{0, 0}, {2, 0}, {2, 1}, {0, 1}, {0, O}}];

Gr aphi cs[{{EdgeFor m[Thi ck], Li ghtBlue, v}, {Blue, PointSize[0.03], u}}, Axes - True]

® |
1.0
0.5F
‘ [
1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 L . L |
-1.0 -0.5 L 0.5 1.0 1.5 2.0
® [
-0.5F .

Die friihere Verwendung von InequalitySolve wird in der Version 6 vollstandig von der Funktionalitat des Kommandos Reduce abgedeckt. Mit
algebraischen Ungleichungen und Ungleichungssystemen kommt Reduce dabei ganz gut zurecht.

Reduce[Abs [x] <1, X]

-1<Re[x] <18& % -+/1-Re[x]? <Im[x] <+/1-Re[x]?

Reduce[Abs[x] <1, x, Real s]

-1l<x<1

Reduce[Abs[x] <1 &&x € Real s, Xx]

-l<x<1

Reduce[x2+x > 2, x]

X<-2||x>1

Reduce[x +y 25 & 2x -y <1, {X, Y}]

(X <28& Y =>5-X) || (X>28&88&Y >-1+2X)
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polys = {y?+x, x* +y};
vars = {X, y};
Reduce[# > 2 &/@pol ys, vars]

(Xs—2&&(2—x2<y<—\/ﬁ\|y>m)) | [—2<X<%(1—\/€)&&y>m |
%(1ﬁ)sxsl&&y>2x2] l (1<xs%(1+ﬁ)&&y>m) N

1
(E (1+\@) <xz2&&(27x2<y<7\/27x \|y>\/27x) I (x>28&&y > 2 -x2)

gb = GroebnerBasi s[#-2 &/epolys, {y, x}]
{24x-4x%+x*, -2+x2+y}
Sol ve[gb[1] == 0, X]

(21 o o S (L)) fo S (1 )]

Cyl i ndrical Deconposition[#>2&/epolys, vars]

1
(xzfz&&(27x2<y<7\/27x \|y>\/27x))|\[72<x<5(17\/5)&&y>\/27x |
1 1

E(l—\/S)sXsl&&y>2—x2 \|(1<x_5(1+\/5)&&y>\/2—x N

1
(E (1+\/?) <x$2&&(27x2<y<7\/27x \|y>\/2—x) Il (x >288&y >2-x?)

polys = {y®+x, x* +y};
Reduce[# > 2 &/@pol ys, vars]

(x <Root [6+7 51 -5u1%-581% + 11* + 11° & 1] &&y > Root [-2+x +u1% & 1]) ||

(Root [6+7 51 -5a1% -511% +u1* +11° & 1] <x <188y >2-Xx?) ||

(x >18&&%y >Root [-2+x +51° & 1])

gb = GroebnerBasi s[#-2 &/@polys, {y, X}]
{767x+12x276x4+x6, 72+x2+y}

Root I nt erval s[gb[1l], Real s]

{{{-1, 0}, {1, 1}}, {{1}, {1}}}

Mit trigonometrischen Ungleichungen und anderen komplizierteren Fragen kann Reduce dagegen oft (noch) nichts anfangen.
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Reduce[Si n[xj 2 -;- x]

Reduce: : nsnet :
Thi s system cannot be solved with the nmethods avail abl e to Reduce.

Reduce|Sin[x] > —, X

N| =

Reduce[Cos [x] > 0, X]

Reduce: : nsnet :
This system cannot be solved with the nmet hods avail abl e to Reduce.

Reduce[Cos [x] >0, X]

Reduce[Tan[x] > 1, Xx]

1 x 1 1
5+—$Integers&&C[l} elntegers&&Z (m+4n1C[1l]) <X < 5> (m+2n1C[1])
Tt

= Gleichungen tber den reellen Zahlen

Nach den Ausfuhrungen im vorigen Punkt ist klar, dass Reduce in der Lage ist, die reellen Lésungen von Gleichungen und Gleichungssystemen zu finden.
polys = {y®+x =1, x> +y =1}
red = Reduce[pol ys, {x, y}, Reals]
(x =1]|x=0]|x=Root[1-281-281%+a1%+11%& 1] ||
X = Root [1-211-281% + 11 + 51% &, 2]) &&Yy =1 - x2

NSol ve[pol ys, {X, y}]

{{Xx >1.28879, y > -0.660993}, {x > -1.33909 +0. 446631, y - -0.593691 + 1. 19616 i},
(X > -1.33909 - 0. 44663 i, y - -0.593691 - 1. 19616 i},
(x>1.,y>0.}, {(x>0.,y->1.1, {x>0.389391, y >0.848375})

gb = Groebner Basi s[pol ys, {y, x}]
[-x+3x%-3x*+x5, -1+x?+y}
Fact or [gb[11]

(-1+x) x (1-2x-2x%+x3+x4)
OountRoots[l-Zx—Zx2+x3+x4, x]

2
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sol = {red // ToRul es}

{{x>1, y>1-x%}, {x>0, y>1-x2}, {x>Root [1-2nl-2n1%+a1°+nu1"§&,
{x>Root [1-2n1-281%+u1%+u1* & 2], y >1-x%}}

polys //. sol // Expand

{{True, True}, {True, True},
{1+Root [1-281-2817+ 11+ 11* & 1] -3Root [1-2u1-2a1%+n1°+01? &
3Root [1-2m1-2m1%+m13 4+ 11% &, 1]° - Root [1-2m1-2m1% + 113 4 11t &,

{1+Root [1-281-281%+ 11 + 51* & 2] -3Root [1-2n1-2a1%+n1° + 11" &,

{
[
{
3Root [1-2m1-2m1%+ 113+ 11% &, 2]" - Root [1-2m1-2m1% + 113 4 11t &,

% // Root Reduce

{{True, True}, {True, True}, {True, True}, {True, True}}

Zwei Einheitskreise mit Mittenabstand u schneiden sich.

dear [x, y, u]
polys = {x2+y? =1, (x-u)?+y? =1}
Reduce[polys, {x, y}, Reals]

u
(—25u<0&&x::5&&[ ::—\/1—u2+2UX—X2 \|y::\/l—u2+ZUX—x2)) [

( :o&&,lsxﬂ&&(y?m|\y:m)) Il

u
(0<u$2&&x:5&&( ::—\/1—u2+ZUX—x2 |\y::\/1—u2+ZUX—x2))

Dasselbe mit variablen Radien.

polys = {x2 +y? =11% (x-u)?+y? =r2%};
Reduce[Joi n[polys, {u>0, r1>0, r2>0}], {X, Y}, Real s]

1], yalfxz},
1%+
1]° =1, True,
2]%
2]° =1, Truef}

u>0&&[ O0<r2<ué&&-r2+us=srlsr2+ué&&
r12 -r2%+u?
X = > &&(y::7\/r227u2+2ux7x2 |\y::\/r227u2+2ux7x2J
u

r12 —r2% +u?

[r2u&&—r2+u<r1<r2+u&&x >
u

(y::_\/rzz—u2+2ux—x2 |\y::\/r22—u2+2ux—x2J

| (r2>u&&r2—USrlsr2+u&&

ri12 —r2% 4 u?

::———A&&(y ::7\/r227u2+2ux7x2 |\y::\/r227u2+2ux7x2)

2u

|
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Reduce[Join[polys, {u>0, rl1>r2>0}], {X, Y}, Real s]

ri12 -r2% 4 u?

2u

r2>088r1>r28&&rl1-r2<u=<rl+r28&%&X ==

( ::—\/r22—u2+ZUX—x2 \|y::\/r22—u2+ZUX—x2)

polys = {x*+y* =1, (x-u)?+y?=1};
Reduce[polys, {x, y}, Reals]

(—25U<Root (218117 +1011% - 611° + 11% & 2] &&

x =Root [-2u?+u+ (4u-4u®)pl+ (-2+6u?)nl®-4unt®201*8 1]&&

(y:—\/l—u2+ZUX—x2 |\y::\/1—u2+ZUX—x2 )) I

( = Root [2-1811% +10#1% -6 11° + n1® & 2] &&

((x =Root [-2u?+u*+ (4u-4u¥)ul+ (-2+60u?) 51® -4unl®+201% &, 1] &&

{ ::7\/17u2+2ux7x2 \|y::\/lfu2+2uxfxz)) [l

( =Root [-2u?+u*+ (4u-4u¥)ul+ (-2+6u?) 81%-4unl®+201* & 3] &&

)

(y:_\/l—u2+2ux—x2 \|y::\/1—u2+2ux—x2

(Root [2-18117 +1051* - 601° + 11% &, 2] <u<0&&

((x =Root [-2u?+u*+ (Au-4u)ul+ (-2+60u?) 51® -4unl®+201% &, 1] &&

{ ::7\/17u2+2ux7x2 \|y::\/lfu2+2uxfxz)) [

( =Root [-2u?+u*+ (4u-4u¥)ul+ (-2+6u?)u1®-4unl®+201" & 2] &&

( ::7\/17u2+2ux7x2 \|y::\/1—u2+2ux—X2J) [ ]

X =Root [-2u?+u*+ (4u-4ud)ul+ (-2+6u?)ul®-4unt®+201*& 3] &&

{ :_\/1—u2+2ux—x2 \|y:\/l—u2+2ux—x2)))] [

(u::O&&((x =-18&&8%y =0) || (x::O&&(y::—lHy::l)) I (x::l&&y::0>)) |

(0<u<Root [2-1811% +1051* -6 51° + 11® &, 3] &&

((x =Root [-2u?+u*+ (4u-4u)nl+ (-2+60u?) #1® -4unl®+201% &, 2] &&

{ ::7\/17u2+2ux7x2 \|y::\/17u2+2uxfxz)) [l

( =Root [-2u?+u*+ (4u-4u¥)ul+ (-2+6u?)a1®-4unl®+201* & 3] &&

(y::—\/l—u2+ZUX—x2 \|y::\/1—u2+ZUX—x2J) |
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(x =Root [-2u?+u*+ (4u-4u¥)ul+ (-2+6u?)81%-4unl®+201" & 4] &&

{yzzf\/17u2+2uxfx2 \|y::J17u2+2uxfx2J))] I

(u - Root [2-1811% +10#1% -6 1#1° + n1% & 3] &&

x =Root [-2u?+u*+ (4u-4ud)ul+ (-2+6u?) m1®-4unt®+201"8, 2] &&

{y::—\/l—u2+ZUX—x2 \|y::\/l—u2+ZUX—x2)) N

(x =Root [-2u?+u*+ (4u-4u¥)ul+ (-2+6u?) 81®-4unl®+201" & 3] &&

{ ~J1-uw2ux-x? \|y::\/17u2+2ux—X2J))] N

(Root [2-1811%+1061% -601° +11% & 3] <u<28&&

X =Root [-2u?+u*+ (4u-4ud) ml+ (-2+6u?) nl®-4unt®+2n1* & 2]&&

(yzzf\/17u2+2uxfx2 |\y::\/17u2+2uxfx2 ))

Count Roots[2-18x*+10x*-6x%+x®%, {x, -2, 0}]

1

Root [2-18n12+10n14-6n16+n18 & 2] //N

-0. 344022

Tabl e[ {Reduce[polys /. u->i, {X, y}, Reals] // ToRules} //Length, {i, -1/2, 1/2, 1/10}]

{2, 2, 6,6,6,4,6,6, 6 2, 2}

NSol ve[polys /. u-»-.1, {X, Y}1

{{X > -0.98878, y - 0.458334}, {x - -0.108293, y - 0. 999966},
(X > -0.093781, y - 0.999981}, {x - -0.093781, y » -0. 999981},
(X - -0.108293, y - -0. 999966}, {x - 0.990854, y - 0. - 0. 435847 i},
(X >0.990854, y 0. +0.435847 i}, {x - -0.98878, y > -0. 458334} }

c =ContourPlot [x*+y* =1, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}];
d[u_] :=ParanetricPlot [{u+Sin[a], Cos[al}, {a, -« =x}];
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ul = Show[{c, d[-0.1]}, PlotRange -> {{-1.2, 1.1}, {-1.1, 1.1}3},
FrameTi cks -> {{Automati c, None}, {{-1, O, 1}, None}}l;
u2 = Show[{c, d[-0.1]}, PlotRange -> {{-1, -0.97}, {0.44, 0.47}},
FranmeTi cks -> {{{0. 44, 0.45, 0.46, 0.47}, None}, {{-1, -.98}, None}}l;
u3 = Show[ {c, d[-0.1]}, PlotRange -> {{-.15, -0.05}, {.9995, 1.0002}},
FrameTi cks -> {{{0.9995, 0.9997, 0.9999, 1.0001}, None}, {{-.14, -.07}, None}}];
G aphicsGid[{{ul, u2, u3}}]

1 of 0.47F
. / 1.0001}
- 0.46}

o.o- 0.9999 |

-0.5F} \ 0.45¢t 0.9997

~1.0} 0.9995 L . -
. . 0. 44k - ~0.14 ~0.07
~1 0 1 -1 -0.98

Ani mat e[Show[{c, d[u]l}, Pl otRange -> {{-2, 2}, {-1, 1}}, AspectRatio->1/2],
{u, -1, 1}, Defaul tDuration->10, AninationDirection -> Forwar dBackwar d]

Noch einmal die Sache mit den Winkelhalbierenden.

Cl ear [u, x1, x27];

whpolys = {4 -4x1+x1*-8x2+4ux2+4x1x2-2ux1x2-x2% 2+2u?-2x1-2u’x1-2x1%+
2ux1®-4x2+2ux2-4u?x2+2ux2+2x1x2+4ux1x2-2u?x1x2+2x2°-2ux2%};

whcon = x12 - 2 u x1 x2 - x22;
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red = Reduce [whpol ys == 0, {x1, x2}]

[(u:: ,j||u::2+j)&&
1 2 2
X2 = (78+4u+4x172ux1—\/(78+4U+4X1*2UX1) +4 (4-4x1+x17) ) x
1 2 2
X2 = (78+4u+4x1—2ux1+J(*8+4U+4X1*2UX1> +4 (4-4x1+x17) )J] a

(u::l&&xl::l&&(x2zzflf\/2_|\X2::—1+\/?)) ||

(uzl&&(xlzzl—\/?\le:l+ﬁ)&&x2:1) I

1
5-4u+u®+08&% x1::Z 4-2+/2 J32u+u2\/54u+6u24u3+u4 [

1
x1::Z 4+24/2 J3—2u+u2—\/5—4u+6u2—4u3+u4 [

1
x1::Z 4-2+/2 \/32u+u2+\/54u+6u24u3+u4 [

X1 =

4+2+2 \/3—2u+u2+\/5—4u+6u2—4u3+u4 &&

“1+x1-2uxl+2x1%2+ux1?-x18
-1+u+0&&x2 =

-1+u
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red = Reduce [whpol ys == 0, {x1, x2}, Real s]
(u <1&&

((xl::Root [-1+(2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)m1®-401%+ 01" & 1]8&&X2=-4+2u+2x1-

ux1+\/20—16u+4u2—20x1+16ux1—4u2x1+5x12—4ux12+u2x12J | |

(xl =Root [-1+(2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)u1?-401°+01%& 2] &&X2 = -4+

2u+2x1—ux1+\/20—16u+4u2—20x1+16ux1—4u2x1+5x12—4ux12+u2x12) [ |

(xl =Root [-1+(2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)nl?-4u1°+01"& 3] 8&&X2 = -4+

2u+2x17ux17\/20716u+4u2720x1+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12) [

(xl =Root [-1+(2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)ul®?-4u1°+01"& 4] 8&X2 = -4+

2u+2x17ux1+x/20716u+4u2720xl+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12 ))] [ |

2

xll_ﬁ&&xz_1_ﬁ+\/8-8(1_ﬁ)+2(1_\/7) K

I

(u>1&&[(x =Root [-1+(2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)ul?-4n1°+n1%& 1]8&&X2 = -4+

[u =18&&

(xlzl&&(x2zzfl—\/-2~\|X2zz—1+\/w2-)> K

Xl::l+ﬁ%x2::l+ﬁ+\/88(1+ﬁ)+2(1+ﬁ)2

2u+2x17ux1+\/20716u+4u2720x1+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12) [

x1=Root [-1+(2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)ul®-4u1°+01"& 2| &&X2 = -4+

2u+2x17ux17J20716u+4u2720xl+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12) [ |

(xl =Root [-1+(2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)ul®-401°+01"& 3] &&X2 = -4+

2u+2x1—ux1+\/20—16u+4u2—20x1+16ux1—4u2x1+5x12—4ux12+u2x12) [ |

(xl =Root [-1+(2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)u1?-401°+01%& 4] &&X2 = -4+

2u+2x1—ux1+\/20—16u+4u2—20x1+16ux1—4u2x1+5x12—4ux12+u2x12 ))]
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red = Reduce[whpol ys == 0&&u < 1, {x1, x2}, Real s]

u<18&&
([xl::Root [-1+(2-4u+2u?)sl+ (3+2u-u?)u1”-401%+ 01" & 1]&&X2=-4+2u+2x1-

ux1+\/20716u+4u2720x1+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12] | |

(x =Root [-1+(2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1?-4nu1°+01%& 2] &&X2 =

—4+2u+2x1—ux1+\/20—16u+4u2—20x1+16ux1—4u2x1+5x12—4ux12+u2x12) [ ]

(xl =Root [-1+(2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1?-451°+01%& 3] &&X2 =

—4+2u+2x1—ux1—\/20—16u+4u2—20x1+16ux1—4u2x1+5x12—4ux12+u2x12) [ ]

(xl =Root [-1+(2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)nl®-4n1®+n1"g&, 4] 8&&X2 =

—4+2u+2x1—ux1+\/20—16U+4u2—20x1+16ux1—4u2x1+5x12—4ux12+u2x12 ))

sol = {red // ToRul es}

[ToRules[u<18&x1 = Root [-1+ (2-4u+2u?) ul+ (3+2u-u?)u1® -4u1®+u1’ e 1] &

x2::—4+2u+2x1—ux1+\/20—16u+4u2—20x1+16ux1—4u2x1+5x12—4ux12+u2x12 }

ToRul es{u<1&&x1 =Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1?-4nu1°+01%& 2]&&

x2 ::74+2u+2x1—ux1+\/20—16u+4u2—20x1+16uxl—4u2xl+5x12—4ux12+u2x12 }

ToRul es{u<1&&xl =Root [-1+(2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)n1?-4n1®+n1*g, 3]&&

x2::—4+2u+2x1—ux1—\/20—16u+4u2—20x1+16ux1—4u2x1+5x12—4ux12+u2x12 }

ToRul es{u<1&&x1 =Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)u1?-4a1%.01%8&, 4]&&

x2::74+2u+2x17ux1+\/20716u+4u2720x1+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12 H

sol = {red[2] // ToRul es}

[{x1>Root [-1+ (2-4u+2u?)n1+ (342u-u?)m1®-4m1®n1g, 1],

x2»74+2u+2xlfuxl+\/20716u+4u2720x1+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12 }

{x15Root [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?) nl® - 401+ nl" & 2],

x2»74+2u+2x17ux1+\/20716u+4u2720x1+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12 }

{x15Root [-14 (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?) n1® - 41+ ul® & 3],

x2»74+2u+2x17ux17\/20716u+4u2720x1+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12 }

{xleRoot [-1+(2-4u+2u?)pl+ (3+2u-u?)a1?-4n1® . 01% & 4],

X2 5 -4+2u+2xL-uxL+~/20-16U+4u?-20x1+16uxL-4u2x1+5x12 - 4ux1? + u? x12 }}
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whcon //. sol // FullSimplify

{4(—9—u(—8+2u+\/((5+(—4+u)u)

(-2+Root [-1+(2-4u+2u?)ml+ (3+2u-u?)m1?-4=1%+m1t g, 1])°)) +2
\/((5+(—4+u)u) (-2+Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)m1?-401%.m1%g, 1])2)+
(9+(—6+u)u—\/((5+(—4+u)u)

(-2+Root [-1+ (2-4u+2u?)ml+ (3+2u-u?)m? 401+ m1%g 1})2))

Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)al®-4a1°+u1%& 1]+
(-2 +u) Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)a1?-4u1%+01% & 1}2),
4(-9-u(-8+2u+ [((5+(-4+u)u)

(-2+Root [-14+(2-4u+2u?)uls (3+2u-u?)u1?-4u1® 1 u1t g, 2])°)) +2
B+ (-4+u)yu) (-2+Root [-1+ (2-4u+2u?) ul+ (3+2u-u?) m12-4u1® s u1t e, 2])°)
(9+<76+u)u7\/((5+(74+u)u)

(-2+Root [-14+ (2-4u+2u?) =l (3+2u-u?)u1? -4 u1tg, 2])°)]

Root -1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1®-401%+01"& 2]+
(-2 +u) Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)nl®-4u1°+0u1* g, 2}2),
4(—9+u(8—2u+\/((5+(—4+u)u)

(-2+Root [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?) m?-4n13.n1teg, 3])°

-2
\/(<5+ (-4 +u)u) (~2+Root [-1+ (2-4u+2u?) nl+ (3+2u-u2)tt12—4tt13+)1114&, 3])2) N
(9+ (—6+u)u+\/((5+ (-4 +u) u)
(-2+Root [-1+ (2-4u+2u?) =1+ (3+2u-u?)m1?-4n1® =1t g, 3])°)]
Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)a1®-4a1°+u1"& 3]+
(-2 +u) Root [-1+ (2-4u+2u?) s+ (3+2u-u?)m?-4ul® mte 3]°),
4(797u (—8+2u+\/((5+ (-4 +u) u)
(-2+Root [-1+(2-4u+2u?)uls (3+2u-u?)u1?-4u1® 1 u1t g, 4])°)) 42
B+ (-4+u)yu) (-2+Root [-1+ (2-4u+2u?) s+ (3+2u-u?) 112 -4u1® s u1t e, 4])°)
(9+(76+u)u7\/((5+ (-4 +u) u)
(-2+Root [-1+ (2-4u+2u?) =1+ (3+2u-u?)u1?-4u1® u1t g, 4])°)]
Root -1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1®-4n1°+01"g, 4]+
(-2+u)Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)m1?-4m%,mtg, 4}2)}
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res =Full Sinplify[whcon //. sol, u<1]

{4(—9—u(—8+2u+\/((5+(—4+u)u)

(-2+Root [-1+(2-4u+2u?)ml+ (3+2u-u?)m1?-4=1%+m1t g, 1])°)) +2
\/((5+(—4+u)u) (-2+Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)m1?-401%.m1%g, 1])2)+
(9+(—6+u)u—\/((5+(—4+u)u)

(-2+Root [-1+ (2-4u+2u?)ml+ (3+2u-u?)m? 401+ m1%g 1})2))

Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)al®-4a1°+u1%& 1]+
(-2 +u) Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)a1?-4u1%+01% & 1}2),
4(-9-u(-8+2u+ [((5+(-4+u)u)

(-2+Root [-14+(2-4u+2u?)uls (3+2u-u?)u1?-4u1® 1 u1t g, 2])°)) +2
B+ (-4+u)yu) (-2+Root [-1+ (2-4u+2u?) ul+ (3+2u-u?) m12-4u1® s u1t e, 2])°)
(9+<76+u)u7\/((5+(74+u)u)

(-2+Root [-14+ (2-4u+2u?) =l (3+2u-u?)u1? -4 u1tg, 2])°)]

Root -1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1®-401%+01"& 2]+
(-2 +u) Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)nl®-4u1°+0u1* g, 2}2),
4(—9+u(8—2u+\/((5+(—4+u)u)

(-2+Root [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?) m?-4n13.n1teg, 3])°

-2
\/(<5+ (-4 +u)u) (~2+Root [-1+ (2-4u+2u?) nl+ (3+2u-u2)tt12—4tt13+)1114&, 3])2) N
(9+ (—6+u)u+\/((5+ (-4 +u) u)
(-2+Root [-1+ (2-4u+2u?) =1+ (3+2u-u?)m1?-4n1® =1t g, 3])°)]
Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)a1®-4a1°+u1"& 3]+
(-2 +u) Root [-1+ (2-4u+2u?) s+ (3+2u-u?)m?-4ul® mte 3]°),
4(797u (—8+2u+\/((5+ (-4 +u) u)
(-2+Root [-1+(2-4u+2u?)uls (3+2u-u?)u1?-4u1® 1 u1t g, 4])°)) 42
B+ (-4+u)yu) (-2+Root [-1+ (2-4u+2u?) s+ (3+2u-u?) 112 -4u1® s u1t e, 4])°)
(9+(76+u)u7\/((5+ (-4 +u) u)
(-2+Root [-1+ (2-4u+2u?) =1+ (3+2u-u?)u1?-4u1® u1t g, 4])°)]
Root -1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1®-4n1°+01"g, 4]+
(-2+u)Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)m1?-4m%,mtg, 4}2)}

res/. u-»0.3

[-8.88178x10°%°, -2.66454x10°*°, 7.10543x10*°, 1.42109x10**}
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Plot [res + {1, 2, 3, 4}, {u, -1, 1}, AxesOrigin-> {0, 0}]

A
4

w

N

H

gb = Groebner Basi s[whpol ys, {x2, x1}, Coefficient Donai n - Rati onal Functi ons]

{1+ (-2+4u-2u?)x1+ (-3-2u+u?)x1%+4x1%-x1%
T+ (-1+2u)x1+ (-2-u) x1%+x21%+ (-1 +u) x2}

red = Reduce[gb == 0&&u <1, {x1, x2}, Real s]
u<1&&(x1:Root[_1+<2_4u+2u2)n1+(3+2u_u2)n12_4n13+u14&, 1] 1
x1=Root [-1+(2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)ul®-4n1%+n1%g, 2| ||
x1=Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1®-4a1%+01%8 3] ||

x1=Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)ul®-4u1% 01%g& 4])&&

1-x1+2uxl-2x12-ux1?+x1®

1-u

X2 =
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sol = {red[2] &&red[3] // ToRul es}
whcon //. sol // Sinplify
[(x1oRoot [-1+ (2-4u+2u?) nls (3+2u-u?)m1®-4n1 01t g, 1
1-x1+2uxl-2x1%-ux1®+x1°
X2 - },
1-u
{xl»Root[—1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?) u1?-401° 401" &, 2

1-x1+2uxl-2x1%2_-ux1?+x18
X2 - },
1-u

{x1>Root [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)n1?-4n1° 01t g, 3

1-x1+2uxl-2x1% -ux1?+x18
X2 - }v
1-u

{xleRoot [-1+(2-4u+2u?)pl+ (3+2u-u?)a1”-4n1® . 01% & 4],

X2 -

1-x1+2uxl-2x1%2_-ux1%+x18
1-u }}

{0, 0, 0, 0}

= Rationale und ganzzahlige Losungen

Reduce findet auch ganzzahlige Lésungen von Gleichungen und Gleichungssystemen, hier etwa von linearen diophantischen Gleichungen.
red = Reduce[2x +3y =5, {X, Yy}, Integers]
C[l] elntegers & &x =1+3C[1l] &Yy ==1-2C[1]

Sinplify[2x +3y, red]

5
Reduce[red & -3 <x <3, {X, Yy}, Integers]

(C[1] = -18&&X = -28&&Y =3) || (C[1] =08&&X =18&&Y == 1)

{Reduce[2X +3Yy ==5&% -3 <x <3, {X, V}, Integers] // ToRul es}

{({x->-2, y->3}, {(x-1, y->1}}
Der Unterschied zwischen gebundenen und ungebundenen Variablen ist Mathematica noch nicht sehr geléufig.

red = Reduce[6x +10y +15z =11, {x, y, z}, I ntegers]

(cm |C[2]| eIntegers & x - 1+5C[1] &y - -1 +3C[2] &z =1 -2C[1] - 2 C[2]
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Reduce[red & -3 < x < 3]

C[1l] =08&&Z =1-2C[2] &Y ==-1+3C[2] &&Xx =1
Reduce[red & -3 < x < 3, I ntegers]

(cm | C[4]] eI ntegers &&C[3] > 0 &&C[4] = 0 &&

((x --18&C[1] =0&&y - -1+3C[3] -3C[4] &z =1 -2C[3] +2C[4] &&C[2] == C[3] - C[4]) ||
(X =1&8&C[1] = 0&&Yy =2 +3C[3] - 3C[4] &&
z--1-2C[3] +2C[4] & C[2] =1+ C[3] -C[4])

Reduce[6Xx +10y +157 ==11&& -3 <X <3, {X, Y, 2}, Integers] ®
[ | ((C[l] |C[2]) elntegers &&C[1l] = 0 &&
C[21zo&&((x:zl&&y:2+3C[1]73C[2]&&z =-1-2C[1] +2C[2]) ||

(X =188y - -1+3C[1] -3C[2] &z =1 -2C[1] +ZC[2]))

Sys =6x+10y +157 == 11 && Abs [#] <10 & /e {X, Y, 2};
sol =Findlnstance[sys, {X, Yy, z}, Integers, 100]

{({x->-9, y>-7, 259}, Xx->-9, y->5-4, 257}, {(x->-9, y->-1, z 55},

X>-4, y->-7, 27}, X>-4,y->-4 255}, {x--4, y->-1, z-> 3},

{(X->-9,y-8, z->-1}, x->-4, y->5 z2-5-1}, {x->-4,y->8, z-> -3},

{Xx->-9,y-52, 253}, {(x->-9,y-55 251}, {(x>-4,y->2, z->1},

{X->6, y--1, z->-1}, {x->1, y>-7, z-5}, {x->1, y->-4, z2-53}, {x-1, y->-1, z->1},
{(X->6, y>-7, 2z-3}, {(Xx->6,y->-4 z2-51}, {x->1,y->2, z->-1}, {x-1, y->5, z-> -3},
{(x-1, y->8, z--5}, Xx-6,y->2, 2z--3}, {x-6,y->5 2--5}, {x-6,y->8 z2->-7}}

sol // Length

24

Reduce[sys, {X, y, z}, Integers]

(X =-98&8Yy = -7&87 =9) || (X =-9&&Y =-488Z7 =7) || (X=-98&8Y =-1&&7 =5) ||
(X =-9&&Y =28&&7 =3) || (X =-98&8Y ==58&&Z7 =1) || (X=-9&&Y =8&&Z7 =-1) ||
(X =-48&&Yy = -T&&2Z =7) || (X =-488Y =-48& &7 =5) || (X =-48&8&Yy =-18&&7 =3) ||

(X == -4 &Y =28&87 ==1) || (X =-488Y ==5&&27Z =-1) || (X = -4&&Y =8&&27 == -3) ||
(X =18&8Yy == -78&8%7 =5) || (X =188y ==-48&872==3) || (X =18& %Yy =-18&&z =1) ||
(X ==1&&Y ==2&&Z == -1) || (X =1&&Y ==58&8&Z == -3) || (X ==1&&Y ==8&&z == -5) ||
(X =6&8&Y == -78&&7Z =3) || (X =68&&Y == -48& &7 =1) || (X =68&&Y == -18&&Z == -1) ||

(X ==6&8&Y ==28&&87 == -3) || (X =68&&Y ==5&&Z == -5) || (X =6 &&Y ==8&&7 == -7)
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Noch einfacher ist es in diesem Beispiel mit rationalen Losungen - dazu missen einfach die Root —Ausdriicke aussortiert werden.

polys = {y®+x =1, x®+y =1};
Reduce[pol ys, {x, y}, Rationals]

(X =08&&y = 1) || (x = 1&&Yy = 0)

polys = {z?+x+y-3, y?+x+2-3, x?+y+z -3}
vars = {X, y, z};
Sol ve[Reduce[pol ys ==0, vars, |Integers], vars]

{({x--3, y--3, z--3}, {x-1,y->1, z->1}}

Und nun noch einmal unser Beispiel mit den Winkelhalbierenden.

Cl ear [u, x1, x27];
whpolys = {4 -4x1+x1*-8x2+4ux2+4x1x2-2ux1x2-x2% 2+2u?-2x1-2u’x1-2x1%+

2ux1®-4x2+2ux2-4u?x2+2ux2+2x1x2+4ux1x2-2u?x1x2+2x2°-2ux2%};

whcon = x1% - 2 u x1 x2 - x22;
gb = Groebner Basi s[whpol ys, {x2, x1}, Coeffici ent Donai n » Rati onal Functi ons];

Es passiert nix auRer Backsubstitution und Erganzung einer Rationals-Klausel.

Reduce [whpol ys == 0 &&u <1, {x1, x2}, Real s]

u<18&
([xl::Root [-1+(2-4u+2u?)ml+ (B+2u-u?)n1?-4m1®+ 01 & 1]&&X2=-4+2u+2x1-

ux1+\/20—16u+4u2—20x1+16ux1—4u2x1+5x12—4ux12+u2x12J N

(xl =Root [-1+(2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)ul®-4n1®+n1%8& 2| 8&&X2 =

74+2u+2x17ux1+\/20716u+4u2720x1+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12) [ ]

x1=Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1®-4a1%+01%8& 3]|&&X2 =

74+2u+2x17ux17x/20716u+4u2720xl+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12) [ |

(xl =Root [-1+(2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1?-4u1°+01% & 4]8&&X2 =

74+2u+2x17ux1+J20716u+4u2720xl+16ux174u2x1+5x1274ux12+u2x12))
Reduce [whpol ys == 0 &&u < 1, {x1, x2}, Rational s]

(u\xl\xz c Rational s 8&u < 1 &&

((xl =Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)u1®-4n1%+01%8, 1]&&

X2=-4+2u+2Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl?-4m1%+01%g 1] -
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uRoot [-1 + (274u7+2u2)111+ (3+2u7u2)'n1274n13'+n14&, 1]+
\J(20-16u+4u?-20Ro0t [-1+ (2-4u+2u?) sl (3+2u-u?) nl®-4n1°4m1* & 1]+
16 uRoot -1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)a1®-4u1%+01*& 1] -
4uRoot [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)ul®-4n1°+n1%g 1]+
5Root -1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)m1?-4md.nlte, 1]°-
AuRoot [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl?-4mdn1te 1)°+
W2 Root [-1+ (2-4u+2u?) =+ (3+2u-u?)m?-4ul® mte 1]°)] ||

(xl =Root [-1+(2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1?-4u1°+01%& 2]&&
X2=-4+2u+2Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)u1®-4u1%+01*& 2] -
URoOt [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl®-4u1®+01*& 2]+
\[20-16u+4u?-20Ro0t [-1+ (2-4u+2u?) nly (3+2u-u?) w1’ -4n1® s nltg, 2]+
16uRoot [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl®-4u1®+01*&, 2] -
4u?Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1®-4n1%+01"g 2]+
5Root [-1+ (2-4u+2u?)als+ (3+2u-u?)m?-4md.n1te 2] -
4uRoot [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)nl?-4md.n1te 2]
W Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?) m2-4u1® =1t g 2]°)) ||

(xl =Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)u1®-4n1®+01%8, 3]&&
X2 =-4+2u+2Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl®-4u1®+01*&, 3] -

URoot [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl®-4a1%+01%& 3] -

\J[20-16u+4u?-20Ro0t [-1+ (2-4u+2u?) ul+ (3+2u-u?)ml®-4u1®+nltg, 3]+
16uRoot -1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl®-4u1®+01*& 3] -
4u?Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)a1”-4u1%+01%& 3]+
5Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)ml?-4md.n1tg 3)°-
AuRoot [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)ml?-4md.n1te, 3]

U2Root [-1+ (2-4u+2u?) al+ (3+2u-u?)ml?-4md.n1g, 3]2) I

(x1=Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)m1®-4nl®.nl’g, 4]&&
X2=-4+2u+2Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)ul®-4u1®+01*& 4] -
URoOt [-1+ (2-4u+2u?)uml+ (3+2u-u?)al®-4a1%+01%& 4]+
J(20-16u+4u?-20Ro0t [-1+ (2-4u+2u?) w1+ (3+2u-u?) nl® 4014 m1* & 4]+
16 uRoot -1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)a1®-4u1%+01& 4] -
4uRoot [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)ul®-4n1°+n1"g, 4]+
5Root -1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)m1?-4md.nlte, 4]°-
AuRoot [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl?-4mdru1te 4)°+

u?Root [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)m1?-4m1°% n1tg 4]2)))

Und hier dasselbe.
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Reduce[gb == 0&&u <1, {x1, x2}, Real s]
u<1&&(x1::Root[fl+(274u+2u2)tt1+ (3+2u-u?)n1®-4u1®+01% & 1] ||
x1=Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl®-4u1% 018 2] ||
x1=Root [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)nl®-4n1®+n1*g, 3] ||

x1=Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)nl?-4nu1®+n1%g, 4])&&

1-x1+2uxl-2x1%_-ux1?+x18
1-u

X2 =
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Reduce[gb == 0&&u <1, {x1, x2}, Rational s]

(u\xl\xz e Rational s &&u < 1 &&

x1=Root [-1+(2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)u1®-4n1%+01%8 1]&&

X2 =

: (-1+Root [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)nl®-4u1° 1t g 1] -
-1+uU

2uRoot [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)ul®-4a1%+01%& 1]+
2Root [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)nl?-4mdn1te 1)7+
URoOt [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)nl?-4mdin1te 1)°-

Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)u1?-4u1®.u1tg 1}3)] N

x1=Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)a1®-4u1%+01%& 2]8&&

X2 =

1 (71+Root[71+(274u+2u2)nl+(3+2u7u2)n1274m13+n14&, 2] -
-1+u

2uRoot [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)u1?-4n1®+01*& 2]+
2Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)m1?-4n1din1te, 2]°+
URoOt [-1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)nl?-4m®u1te 2)° -

Root -1+ (2-4u+2u?) =1+ (3+2u-u?)ul? 4113411, 2}3)] N

x1=Root [-1+ (2-4u+2u?)nl+ (3+2u-u?)n1®-4n1®+n1*g, 3]&&

X2 =

1 (—1+Root [-1+(2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl®-4u1®+01* & 3] -
-1+U

2uRoot [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)u1”-4n1®+01%& 3]+
2Ro0t [-1+ (2-4u+2u?) nl+ (3+2u-u?)nl?-4mdin1*e 3]+
URoOt [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)m1?-4nd.u1te, 3]°-

Root [-1+ (2-4u+2u?) nl+ (3+2u-u?)nl?-4n1%+n1tg, 3}3)] N

x1=Root [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)u1®-4n1®.+01%8&, 4]&&

X2 =

1 (_1+Root [-1+(2-4u+2u?)nul+ (3+2u_u2)n12_4n13+n14&, 4] -
-1+uU

2uRoot [-1+ (2-4u+2u?)ul+ (3+2u-u?)nl®-4a1%+01%& 4]+
2Root [-1+ (2-4u+2u?)ml+ (3+2u-u?)ml?-4mdinlte 4]+
URoOt [-1+ (2-4u+2u?) al+ (3+2u-u?)nl?-4mdn1*e 4)° -

Root -1+ (2-4u+2u?)al+ (3+2u-u?)ul®-4u1°+01*§, 4}3))]

Uber den ganzen Zahlen kommt Mathematica zu folgenden Ergebnissen. Beachten Sie, dass whpolys und gb als Gleichungssysteme nur &quivalent in
Q(u)[x1,x2] sind, nicht aber fur konkrete Werte des Parameters u.
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Reduce [whpol ys =0, {x1, x2}, Integers]

Fal se

Reduce[gb == 0, {x1, x2}, Integers]

u-=-1&%&x1--18&&x2 el ntegers
whpolys /. {u-1, x1-1}
{1-2x2-x2% 0}

gb/. {u-1, x1-1}

{0, 0}

Losungen einer Pellschen Gleichung
red = Reduce[x?-2y?==1, {x, y}, Integers]

C[l] elntegers&&Cil] > 0&&

(3-2ﬁ)cm - (3+2ﬁ)cm

x:i(_(s-zﬁ)cm - 3+2ﬁ)cm)&&y - -
2 22
C[1] eIntegers &&C[1] = 0 &&X == % (7(372\/?)“] - (3+2ﬁ)c[1])&&

(3-2ﬁ)cm_(3+2v7)cm
y = |

22
C[1l] elntegers &C[1] > 0 &&X == % ((372\/?)0[1] . (3+2\/?)C[1]) &
(3_2\/?)6[11_ 3+2ﬁ)cm
y=- || |[C[1] eIntegers & C[1] = 0 &&
22
372\/? C[l]7 3 2\/?C[1]
X::E((32\/7)0[1]+(3+2\/§')C[1])&&y:( ) 3~ )
2 e
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Reduce[red & (-5 <x <5), {X, Yy}, Integers]

Reduce: : nsnet :
Thi s system cannot be solved with the nethods avail abl e t o Reduce.

Reduce[ C[l] elntegers & C[1] > 0 &&

) (3—2\/?)Cm _ <3+2ﬁ)0[1]
3+2\/?) )&&y:_ !
22

« (_(3_2\/?)C[1]_

(7(372\/2_)0[1] ) (3+2\/?)C[1]) 88

N e

C[1] elntegers &&C[1] > 0 &&X ==

C C
(3—2\/2 ) e (3+2x/2 ) .
y = [| |[C[1] elntegers & C[1] = 0&&

22

3-2v2 |\ (3h2v2) Y
((372ﬁ)cm+(3+2\/2“)c[“)&& 7( ) ( ) ¥
22

1

X ==

N |

C[1] e Integers & Cl[1] > 0 &&X = ((3_2ﬁ)cm N (3+2ﬁ)cm) 8&

N| =

(372ﬁ)cm - (3+2\/’2')Cm
y = && -5 <x <5, {X, y}, Integers]

22

Reduce[x?-2y? = 18&0 <x <10°&&0 <y, {x, y}, Integers]

(X =3&&Y =2) || (X=17&8&Y ==12) || (X =99 &&Y =70) || (X =577 &&y == 408)

= Gleichungen Uber Restklassenringen

Sol ve[{x? =4, Modul us =12}, x]

{{Modulus - 12, x -2}, {Mddulus - 12, x -4}, {Mdulus - 12, x -8}, {Mdulus - 12, x - 10}}
Reduce[x? =4, x, Mbdul us »12]
X=2]|Xx=4]|x=8]]|x=10

Sol ve[x? =3, x, Mbde - Nbdul ar ]

(o -v3) xov3l)
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pri neLi st = Sel ect [Range[5, 50], PrineQ;
sol = {#, Reduce[x® =3, x, Mbdul us ->#]} &/@pri neLi st

{{5, Fal se}, {7, Fal se}, {11, X=5|X= 6}, {13, X=4||X= 9},
(17, Fal se}, {19, Fal se}, {23, X=7]|%= 16}, (29, Fal se}, (31, False},

{37, X =15 || X = 22}, (41, Fal se}, {43, Fal se}, {47, X =12 || X = 35}}

Jacobi Synbol [3, 2]

-1

Sel ect [pri neLi st, Jacobi Synbol [3, #] =1 &]

(11, 13, 23, 37, 47}

Sol ve[x2 = x* == 4, x, Nbde - Modul ar]
{{Modul us - 12, x -2}, {Mdulus - 12, x -4}, {Mdulus - 12, x -8}, {Mddulus - 12, x - 10}}
polys = {z?+x+y -3, y?+x+2-3, x*+y+z-3};

vars = {X, y, z};
gb = Groebner Basi s[pol ys, vars]

{-6-82+192°+42%-102%+2°% 6-4y-522+2yz*+2*% -y+y?+2-2% -B+x+y+2%}

sol = Sol ve[{pol ys == 0, Modul us = p}, vars]
Mbd [pol ys /. sol, p]

{{Modulus - 23, x->1, y->1, z-1}, {Mdulus->23, x->5, y->5, z-19},

{Modul us - 23, x->5, y->19, z -5}, {Mdulus-23, x->6, y—->18, z > 18},
{Modul us - 23, x - 18, y -6, z -18}, {Mdulus - 23, x -18, y > 18, z -6},
{Modul us - 23, x -19, y->5, z-5}, {Mdulus 23, x->20, y->20, z-20}}

{{o, o, oy, {0, o, 03, {0, O, 0}, {O, O, O}, {O, O, O}, {O, O, O}, {0, O, O}, {0, O, O}}
p =4
red = Reduce[pol ys == 0, vars, Mdul us - p]

sol = {red // ToRul es}
Mbd [pol ys /. sol, p]

(X ==1& Y =18&8&7 ==1) || (X =3&&%Y ==38&&27 ==3)
{({x-1, y->1 z-51}, {x-3, y->3, z->3}}

{{0, 0, O}, {O, O, 0O}}
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m Differenzialgleichungen

Differentialgleichungen kénnen mit y[x] oder y als zweitem Parameter angeschrieben werden.

eqn =y’ [x] +y[x] =1,

sol 1 = DSol ve[eqn, y[x], X]
{{y[x] »1+e™C[1]}}
sol 2 = DSol ve[eqn, vy, X]

{{y » Function[{x}, 1+e™>*C[1]]}}

Die zweite Form ist fir die weitere Verarbeitung besser geeignet.

y’ [Xx] /. soll
{y 1x1}

y’ [X] /. sol2
{-e™ C[1]}
y[t -2] /. sol 2

{1+e*t Cl1]}

m Beispiel 1: Freier Fall

Freier Fall aus 10 m Hohe mit Anfangsgeschwindigkeit 0 m/s.

Der Ansatz

ClearAll ["d obal “ %" ];
dgl =mz’ ' [t] == -mg;

| sg = DSol ve[{dgl, z[0] =10, z’ [0] =0}, z, t]

(20—gt2)”}

{{z - Function[{t 1,

N| =
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Die Losungsfunktion z=z[t]

z[t] /. |Isg
1
- _ 2
{2 (20 - gt )}
Die Geschwindigkeit wachst linear.

z'[t] /. Isg
{-gt}

Die Probe

{dgl, z[0], z’ [0]1} /. Isg
{{True, 10, 0}}

Bestimmung des Aufschlagzeitpunkts

tlsg=Solve[z[t]=0/. 1sg, t]

25 25
> —}}

(-2 - 2

t0O=t /. tlsg[2] /. g-»9.81

1.42784

Die Kurve des raum-zeitlichen Verlaufs des Experiments
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Plot [z[t] /. 1sg/. g-9.81, {t, 0, t0}]

10
8 -
6 -
4 -
2 -
I 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1
0.2 0.4 0.6 0.8
m Beispiel 2: Gedampfte Schwingung
m Masse
c Federkonstante
k Reibungskoeffizient
ClearAll ["d obal “ %" ];
m=1; c=1; k=1,
Isg=DSolve[ {(my’ " [t]+cy’  [t]+ky[t] =0,
y[o] =1, y, [O] ==0}! Y, t]
, 1 V3t
Hy > Function|{t}, 3 et/?2 |3 Cos[

| +v3 sin]

V3t

|11
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Plot [y[t] /. Isg, {t, 0, 10}]

0.5

0.4

0.3

0.2

|
e
[EEY
LI S B

= Randbedingungen und Integrationskonstanten
eqn =y’ [x] +y[x] =1,
y[x] /. DSol ve[egn &Yy [0] = 2, vy, X]
{e™ (1+e¥))
sol = DSol ve[eqgn, vy, X]
{{y > Function[{x}, 1L+e*C[1]]}}
DSol ve[eqgn, y, X, Generat edParaneters -» U]
{{y s Function[{x}, 1+e*UJ[1]]}}

DSol ve[eqn, y, x, Generat edParaneters -» (Mdul e[{C}, C] &)1

{{y s Function[{x}, 1+C$119632e¢*]}}
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u=Table[y[x] /. sol /. C[1] ->i, {i, -3, 5, .7}];
Pl ot [u, {x, -2, 1}, Franme -> True, Axes -> None]

20 -

Verwechseln Sie in der Notation nicht = (Set) und == (Equal). Bei Funktionsausdrucken ist das besonders lastig.

DSol ve[{y [x] +2xy[x] =4Xx, y’' [1] =0}, y[x], X]

DSol ve: : degn:
Equation or list of equations expected instead of O in the
first argument {2xy(x]+y [x] =4x, 0}.

DSol ve[{2xy[x] +y [x] =4X, 0}, y[x], X]

Einfaches Korrigieren der Eingabe hilft nicht, da y’ [x] ja nun durch 0 ersetzt wird.

DSol ve[{y [x] +2xy[x] =4Xx, y' [1] =0}, y[x], x]

DSol ve: : degn:
Equation or list of equations expected instead of True in
the first argunent {2xy[x] +y’ [x] =4x, True}.

DSol ve[{2xy[x] +y [x] =4Xx, True}, y[x], x|

Unset léscht die Zuweisung.

Unset [y’ [1]]
DSol ve[{y [x] +2xy[x] =4Xx, y' [1] =0}, y[x], X]

{{y[x] - 2}}
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Eine Testfunktion zum Ausgeben und Prifen des Ergebnisses, mal als CompoundExpression.

test [eqn_] : = (
sol =DSol veleqn, y, x] // Sinplify;
Print [eqn /. sol //Sinmplify];
y[x] /. sol //Sinplify)

Lineare homogene DGI. mit konstanten Koeffizienten

eqn =y’’’ [x] -7y’ [X] +6Yy[x] =0;
test [eqn]

{True}

{e®*C[1] +e* C[2] + ** C[3]}

Ahnliche Gleichung, aber mit einem Stérterm

eqn =y’ [x] -3y’ [X] +2Yy[X] = EX;
test [eqn]

{True}

{e¥ (-1-x+C[1] +eXC[2])}

Lineare DGI. erster Ordnung mit nichtkonstanten Koeffizienten

eqn =y’ [X] +2XYy[X] =4X;
test [egn]

{True}

{2 re X C[1] }

Bernoullische DGL : Das sind DGL der Formy’ [x] = A[X] y [x] + B[x] y [X]?, die mit der Substitution z :yl’ain eine lineare DGL uberfiihrt werden

kénnen.

eqn =3y’ [x] +y[x] (1+ (2x-1) y[x]®) =0;
test [eqn]

{True, True, True}

{ 1 (-1)173 (-1)2/3 }
(1+2x-e C[AY3 (1+2x-eXC[1])Y3  (1+2x-e*C[1])13
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Riccatische DGL : Das sind DGL der Formy’ [x] = A[x] Yy [X] + B[x] Yy [x]2 + C[y].

Ist eine spezielle Losung bekannt, so kann eine solche Gleichung in eine lineare DGL Uberfiihrt werden.

eqn =y’ [X] =y[X]1?- (2Xx +1) Y[X] + X% + X +1;
test [eqn]
{True}
1
o)
1+e*C[1]

Dabei kdnnen sich Integrale ergeben, die keine elementaren Stammfunktionen haben.

eqn =y’ [X] =y[X]%2- (2x+1) y[x] +x° +1;
test [eqn]

{True}

+

{ (1+2x) AiryBi [£+x]—2AiryBi Prirre[£+x
4 4
coooorl Lo 1
((1+2x)A|ryA|[Z+x —2A|ryA|Pr|rre{Z+x

)

R o R
[2 (AlryBl[Z+x +A|ryA|[Z+x

Und hier noch ein Bild verschiedener dieser Losungstrajektorien:

u=Table[y[x] /. sol /. C[1] »i, {i, -2, 5}1;
Pl ot [u, {x, 0, 3}, Franme -» True]

1.5

1.0

0.5

0.0

-0.5

o
o
o
&
=
o
[EnY
9]
N
o

o
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Auch wesentlich nichtlineare Gleichungen wie dieser hier, wo y’ im Quadrat vorkommt, kann Mathematica lésen.

eqn =y’ [x:|2+£xy’ [X] by,
2 2 '

test [egn]

{True}

{C[1) (x+2C[1])}

Am Bild der Lésungsschar erkennen wir, dass es eine Einhillende gibt, die ebenfalls Lésung der Gleichung eqn ist.

u=Table[y[x] /. sol /. C[1] »i, {i, -10, 10}7;
Pl ot [u, {x, -20, 20}, AxesOrigin-> {0, -100}]

400

-20 -10 10 20

Da es sich offensichtlich um eine Parabel handelt, kénnen wir die entsprechende Losung durch einen Ansatz f = a, X2 + aj X + Ap mit unbestimmten

Koeffizienten finden. Die Zusatzbedingung a, # O schlief3t uninteressante Losungen aus.

f =ay;x?+a1 X +ag;
sys =First [eqn] /. {y[x]~>f, y’ [x]->DI[f, x]1}

1

5x (ag +2xay) + (ag+2xay

)2+

N| -

(—ao—xal—x2 az)
sol = Sol ve[CoefficientlList[sys, x] =0&&a, # 0]

{[20-0. a2, ai~0}]
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Aber selbst bei Angabe der entsprechenden Anfangsbedingung wird diese spezielle Losung nicht gefunden.

DSol ve[eqn &y [0] =0, y[X], X]

{{y[x] »0}}

Dasselbe gilt fur dieses Beispiel, wo Einhillende sogar die konstanten Funktionen y[x]=%1 sind.

eqn =xy’ [x]?+y[x]?-1=0;

sol =DSol ve[eqn, y[x], x] // Sinplify
Hy[x]»Cos{Z\fwaer[l]]}, {y[x}aOos[Z\/;(v—jC[l]H}
DSol ve[eqn &y [0] =1, y[x], x] // Sinplify

Sol ve::ifun:

I nverse functions are being used by Solve, so sone solutions
not be found; use Reduce for conplete solution information.

Sol ve::ifun:

I nverse functions are being used by Solve, so sone sol utions
not be found; use Reduce for conplete solution information.

{{yoa > cos|2vX]}

u=Table[y[x] /. sol [1] /. C[1] » 4i, {i, O, 7, .5}1;
Pl ot [u, {x, 0, 10}]

Yo aa ey
e

|
e
OO0

| 66‘“ XX <

<=

p

may

may
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Die Funktion test aus dem vorherigen Abschnitt.

test [eqn_] : = (
sol =DSol veleqn, y, x] // Sinplify;
Print [eqn /. sol //Sinmplify];
y[x] /. sol //Sinplify)

eqn = x y [x] (Y[X1y' [X]+Xx) +x*-y[x]?y’ [x] = 0;
u=test[eqn] // Sinplify

Sol ve: :tdep:
The equations appear to involve the variables to be sol ved
for in an essentially non-al gebraic way.

{True}

1
{I nverseFunction|Log[1l +#1] -2 (1 +11) + 5 (1+11)2 &] [

N e

(3-2x-x2+2C[1] 72Log[71+x1)H

Sieht ganz nett aus; leider lassen sich von dieser InverseFunction keine numerischen Approximationen berechnen. yj ist die allgemeine Lésung von egn

als Funktion mit symbolischem Parameter C[1]

yO[X_]1=Yy[x] /. First[sol] //Sinplify

, 1 o1l
I nver seFunct i on{Log[1+tt1] -2 (L+ul) + 5 (1 +81) &} {E (3-2x-x*+2C[1] —2Log[—1+x1)]
y0[1]

1

I nver seFunct i On{LOg[lthtl] ~2 (1 +Hl) + 5 (1+11)2 &} [o0]
y1l[x_]1=y0[x] /. C[1]1 >0

_ 1 , 1l
nver serFuncti on 0og + - + + — + — —ZX - X - og[-1+X
| Funct [L [1+51] -2 (L+ul) + ~ (1+ul) &Hz (3-2 2_2Llog[-1 1)}
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Tabl e[yl[x],

{x, 1.1, 3, 0.3}1 //N

1

{lnverseFunction[Log Lenl] -2 (1eul) + o (1) &] 2.09759]
_ 1

InverseFunctlon[Log Lewl] -2 (Leal) + o (L+al) &] 0. 0362907]
. 1

InverseFunctlon[Log Lenl] -2 (1eul) + o (1) &] ~1. 28833]
. 1

I nver seFuncti on[Log 1+081) -2 (1 +81) + 5 1+11) &]
. 1

InverseFunctlon[Log 1+081) -2 (1+81) + 5 1+11) &] -3.70736]
_ 1

InverseFunctlon[Log 1+81] -2 (1+H1) + 5 1+4l) &] -4.95]
_ 1

InverseFunctlon[Log 1+081)-2(1+a1) + E 1+#1) &] -6.24685] }

Auch Lésungen mit konkreten Anfangswert y[0]=4 werden nicht gefunden, ...

DSol ve[eqn && Yy [0] =4, Yy, X]

Sol ve: :tdep:
The equations appear to involve the variables to be sol ved
for in an essentially non-al gebraic way.

DSol ve: : bvnul :
For some branches of the general solution
conditions lead to an enpty sol ution.

the given boundary

{3

... obwohl es solche Funktionen in der Losungsschar yogibt:

u=y0[0]
Sol ve[u =4, C[1]]
Reduce[u =4, C[1]]

Sol ve[u[0, 17[4] ==uf[l], C[1]1]

1 1
HwemeHmcHonLogu+mﬂ—2(l+m4+§(1+Hh2&HE(3—Zjn+2CHy

{}

Reduce: : nsnet :
Thi s system cannot be solved with the nmethods avail abl e to Reduce.

Reduce

1 1
I nverseFunction|Log[l+#1] -2 (1 +#l) +E (1+1:t1)2&H2 (3-2171+2C[1]) ]| =4, C[1)]

{{C[1] >1+1im+Log[5]}}
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2 2
Hinter der Formel fur yo[x] verbirgt sich eigentlich die implizite Losung Logly + 1] -2 (1 +y) + (1+Ty) = g— X — X? —Log[x -1]-C.

Die lasst sich mit einigen Verrenkungen aus der Standardlésung extrahieren:

u=y0[x]; sol1=uf0, 17[y[x]] =u[l] // Expand

y[x}z —3 —X2 Cl1 L 1
- — _X - -Log[-1+X
2 2 2 G 9l X

3
—5+L09H+y[m1—y[X]+
Hier so etwas wie eine Probe. Ableiten fuhrt auf die Ausgangs-DGL zurtick.

D[sol 1, x] // Sinplify

Sol ve[D[sol 1, x1, y’ [X]]

x2 (1+y[x])
{{y e ﬁ——(_h; el

Sol ve[egn, y’ [x]1]

) -Xx2 - X2y [X]
o= )

InverseFunction wird allerdings nicht in allen Féllen eingesetzt, wo dies mdglich wére. Bei der folgenden Dgl. etwa wird die Lésung trotz separierter
Variablen gleich als Solve ~Ausdruck zuriickgegeben.

y [X]

y[x] Log[y[x]1] +X’
DSol ve[eqn, vy, Xx]

ean =y’ [x] =

Sol ve: :tdep:
The equati ons appear to involve the variables to be sol ved
for in an essentially non-al gebraic way.

1
Sol ve |x = C[1]y [x] + Logly [x]]?y [X], yix]]

DGL-System, das die Bewegung eines Kérpers auf einer Kreisbahn beschreibt.

sol =DSolve[{x"[t]=y[t], y [t]=-x[t],
x[0] =1, y' [1] =2}, {X, Yy}, t]

{{Xx > Function[{t}, Cos[t]-Cot[1]Sin[t]-2Csc[l]Sin
y - Function[{t}, -Cos[t] Cot[1] -2Cos[t] Csc[l] -Si

S5 —
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Anlegen eines Vektors r mit den Koordinaten des Punkts in Abhangigkeit von t.

ret_1={x[tl], y[tly /. sol 1] // Sinplify
{Cos[t] - (2+Cos[1])Csc[l]Sin[t], —(Cos[1-t]+2Cos[t])Csc[l]}

ParanetricPlot [r[t], {t, 0, 2x}]

Dieses System schafft Mathematica 6 zwar, aber das Ergebnis in seiner symbolischen Form niitzt nur Spezialisten, die etwas von Jacobi—Funktionen
verstehen.

eqn={x' [t1=3y[t]1z[t], y [t]=3x[t]z[t], 2’ [t]=-x[t]y[t]}
{x'[t]=3y[t]z[t], y[t] =3x[t]z[t], z/[t] =-x[t]y[t]}
sol = DSol ve[eqn, {X, Yy, z}, t]

Solve::ifun:
I nverse functions are being used by Solve, so sone solutions may
not be found; use Reduce for conplete solution infornmation.
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Sol ve: ;i fun:
I nverse functions are being used by Solve, so sone sol utions nay
not be found; use Reduce for conplete solution information.

Sol ve: :ifun:
I nverse functions are being used by Sol ve, so sone sol utions nmay
not be found; use Reduce for conplete solution informtion.

General ::stop: Further output of
Solve::ifun will be suppressed during this calculation.

{{X%Function[{t}, ~i+/2 +/C[1] Jacobi SN{sj (ﬁt @T—ﬁﬁcm), 3Cc[[12]1 H

yeFunction[{t b,

\/ZC[l]2C[1]JacobiSN{31(\/"2"t \/EE’W\/EEC[S]), Scé[lz]]]z ] L

Function[{t},

Jecm +2C[1] Jacobi SN[3 i (V2 t v/C[2] -V2 ~/C[2] CI3]), —scé[l;]r
: = I
{x>Function|(t}, -i V2 +/Cr1] Jacobi SN|3i (ﬁt W—ﬁmcm), _scc[[12]1 1

yeFunction{{t 1,

2
17 e T e ) - .o

Jz C[1] - 2 C[1] Jacobi SN[3 i

Funct i on[{t 1,

\/60[21 +2 C[1] Jacobi SN[311 (x/?t m—\/?mcm), _%]2
= 1)
{X%Function[{t}, i+/2 \/C[1] Jacobi SN[sjﬁt Jcrz1 -3i+2 \Jcrz] ci3y, _3‘3(;121]”’

yeFunction{{t T,

Ccr1
\/2C[1]2C[1]JacobiSN{3j\/2_t Jeiz -3ivz2 4[er2) i3, *3(&[2” S

Function[{t},

Jescm +2C[1] Jacobi SN[3 1 V2 t /C[2] -31i+2 V/CI2] CI3], —wscé[lz]]]z
V3
N cl1
{X%Function[{t}. iV2 +/C[1] Jacobi sm[aiﬁt Jci21 -3i+2 \Jcrz] ci3), 73C[:[2J]H'
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y - Function| {t},

2C[1] -2 C[1] Jacobi SN[Siﬁt \Jci21 -3iv2 +/ci2] c[3], -

e I

Funct i on[{t 1,

\/6 C[2] +2 C[1] Jacobi SN[3j\/7t JC[2] -3i+V2 +/C[2] C[3], - S ]2

3C[2]

: - )

Aber dieses Ergebnis kann weiter numerisch oder grafisch ausgewertet werden.
Der Plot verschiedener Bahnkurven kann wieder mit ParametricPlot3D erfolgen, was einige Geduld abverlangt.

Stattdessen wollen wir einen anderen Weg gehen und erzeugen uns selbst eine solche Graphik aus Grafikprimitiven.

Dazu definieren wir zunéchst eine Funktion r[t,a], welche fiir verschiedene a > 0 die Punkte auf der jeweiligen Bahnkurve mit dem Parameter (a2,a2,a2)

berechnet.

rit_, a_]=Sinplify[{x[tl, y[t], z[t]} /. sol [1] /. {C[1] »a? C[2] »a? C[3] »a’}, a>0]

1
{wx/faJacobiSN{Bi\ffa(7a2+t), 75}, ~a_|2-2Jacobi SN[Si\/?a(fazm), 75] ,

Wl N

1
- a 3+JacobiSN[3jﬁa<—a2+t), _5}

Als nachstes compilieren wir diese Funktion, um sie schneller numerisch auswerten zu kénnen.

rl==Conpile[{t, a}, r[t, a] // Eval uate]

Conpi | edFuncti on[{t, al,

1 1
{ﬂmﬁa\]acobi SN[Siﬁa(fazn), 75], ~a_|2-2Jacobi SN{Bjﬁa(fazu), 75} :

2

—\/751 3 + Jacobi SN[Bj\/?a (-aZ+t), —%] } —OorrpiledOode—}

Wl N

Und nun erzeugen wir daraus eine Liste von Listen fir verschiedene positive Werte des Bahnparameters a.

pts = Table[r1[t, a] // Chop, {a, 1, 2, 0.2}, {t, 0, 2, 0.01}];

Die Punkte jeder Liste werden dem Grafikprimitiv Line ibergeben, welches den Linienzug erzeugt, welcher diese Punkte verbindet. Wir erkennen im
folgenden Bild die sechs zugehdérigen Bahnkurven.
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Show[G aphi cs3D[Li ne[#] & /@pts], Boxed - Fal se, Axes - True]

=

Diese Bahnkurven werden allerdings mehrfach und mit unterschiedlicher Geschwindigkeit durchlaufen.

Mit etwas mehr Muhe und Liebe zum Detail lasst sich das in einer Animation darstellen.

Ani mat e [Show[G aphi cs3D[ {Poi nt Si ze[0. 03],
Tabl e[{Hue[2u -0.35], Point [r1[t, u]l] // Chop}, {u, 0.2, 0.7, 0.1}711}1,
Pl ot Range » {{-2, 2}, {-2, 2}, {-2, 2}}, Boxed - Fal se, Axes -» True],
{t, 0, 15, .01}, Defaul tDuration- 100]

= Lineare homogene Differentialgleichungen

caney . LD 3y
B 4 g

t est [eqgn]

{True}

{(E_SX/4 (C[l] +(E5X/4 C[ZJ)}
eqn =y’’’ [X] -y[X] =0;
t est [eqn]

{True}

{e*C[1] +e* C[3] +C[2] Cos[x] +C[4] Sin[x]}
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= Lineare inhomogene Differentialgleichungen

TTIx] X " [X] - [Xx] (2_ )
egn = X] + X X] =2 (X 1);
y 2y X2y

t est [eqn]

{True}
(-1+x)%2+/-1+x2 C[1] xV-1+x2 C[2]
1+X V-1+Xx V1+Xx

u=Table[y[x] /. First[sol] /. {C[1l] ->10i, C[2] ->10j }, {i, O, 3}, {j, O, 2}1;
Pl ot [u, {x, 1, 3}, Franme » True]

1
{—x (2—3x+x3) +
3

-——
100 -
50 - -
0
[ . . . . I . . . . . . . ! ; : : . ]
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
eqn =y’ ' [x] + NP y[x] =2Cos[mx] +3Sin[mx];
t est [egn]
{True)

1 3x Cl1
{(—7+ [1)

Cos [X] + (X + C[2]) Si n[x}}

y0 =y [x] /. First [sol ]

1
C[1] Cos[x] +C[2] Sin[x] + "

(-6 x Cos[x] +4Cos[x]®+4xSin[x]-6Cos[x]*Sin[x]+3Cos[x]Sin[2x]+2Sin[x]Sin[2x])

Tri gExpand[yO]

3
Cos [X] - ExOos[x} +C[1] Cos[x] +xSin[x] +C[2] Sin[Xx]
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Col | ect [%, {Sin[mx], Cos[mx]}]

3
[17%+C[1})Cos[x] + (X +C[2]) Sin[X]



