vereinfachung.nb

Umformung und Vereinfachung

mathematischer Ausdricke

m Die Simplifikationsproblematik

ClearAll ["d obal * "]

Sinplify[576 +816 x +460 x* + 129 x3 + 18 x* + x°]

(B3+x)2 (4+x)°3

%-1//Sinplify

14 (3+x)%2 (4+x)8

% // Expand // Sinplify

575+ 816 x + 460 x2 + 129 x3 + 18 x* + x°

% //FullSinmplify

575 + X (816 +x (460 +x (129 +Xx (18 +X))))

(1+x2)

o]

(1+X2)

» {x, 4}
1-x2 ” ]

105 x4 90 x2

+
9/2

.
(1 - x2) (1-x2)"?

15 x3 9 x

8 x +12

(1-

1

+
7/2 5/2

(1-x2) (1-x2)
% // Toget her

3 (7+51x2+12x%)

V1I-xZ (-1+x2)*
%//Simplify

3 (7+51x2+12x%)

(17)(2)9/2

(1-x2)

+
(1 -x2

)3/2]
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Sinplify[Sin[x]®+Cos[x]%]

1

Si rrplify[Si n[a2 -b?]*+Cos[(a-b) (a+b)]2]
1

Sinplify[(a-b)?- (a+h)?]

-4ab

J_og[xz—l] dx
-2x-Log[-1+x] +Log[l+x]+xLog[-1+x?]
sl=%//Sinplify

-Log[-1+x] +Log[1+Xx] +X (72+Log[71+x2})
J(Log[x-l] +Log[x +17]) dx
-2X-Log[-1+x] +xLog[-1+x] +Log[1l+x] +xLog[l+X]

s2=%//Sinmplify

-2X+ (-1+x)Log[-1+x]+ (1+x)Log[l+X]
Ful | Simplify[sl==s2]

X (Log[-1+x] +Log[1l+x] -Log[-1+x?]) =
Sol ve[Log[x? -1] =0, x]

{x--v2 ) x-vz})

Sol ve[Log[x -1] +Log[Xx + 1] == 0, X]

(-2 ]

Sinplify[sl=:52, x>0]

True
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s Vereinfachen und mathematische Exaktheit. Zusatzannahmen

{sart [x]1?, Exp[3Log[x]], Tan[ArcSin[x]]}

o =)

V1 -x2
{ArcTan[Tan[x]], Log[Exp[x]], Sart [x?]} // FullSinplify
{ArcTan[Tan[x]}, Log[eX], \/Xz}

f = ArcTan[Tan[x]];
Pl ot [f, {x, -5, 5}, PlotRange » {-2, 2}]

2.0

12 x
f/7. xs —
5

27

5
Simplify[f, -1<x<1]

X
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f =Log[Exp[X]];

Pl ot [f, {x, -50, 50}]

40 -

20

_40
f /. x->101
101 -4 i

-20

_20+

_40

Sinplify[f, x e Real s]

X

f =Sqrt [x?]

Jxz

Sinmplify[f, x e Real s]

Abs [X]

Sinplify[f, x 20]

X

wl=Vx Ay -afxy 7/7Simplify

Yy
wl /. {{x->1,y->1},
{0, -2}
Sinmplify[wl, x> 0]
0

{x->-1, y->-1}}
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1 [1 . .
W2 = —— -4/ — //Sinplify
VX X

1 1

- = +

XX

W2 /. {{Xx->1}, {Xx--1}}

{0, -21}

W2 /. Xx-»-1+0.0011 // Chop

0

Limt[w /. {(x->-1+al}, a-»0]

0

| =Log[-1+x]+Log[l+x]-Log[-1+x?]
Log[-1+x] +Log[1+X] -Log[-1+x?]
I /7. x> -2

217

Sinplify[l, x>-1]

0

sqrtRuIes:{\/Z\/r—M/U' - "\/}‘}

Vy_
e A
{wa, WZ,%— 5—}//. sqrtRul es
{0, 0, 0}
{w, we %- 3}//PowerExpand
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m Polynomiale, rationale und pseudorationale Ausdricke

ClearAll ["d obal * "]

Us=x (x-a)2 (x-b)3

X (—a+x)2 (-b+x)3

Expand[u]
—a?b3x+3a?b?x?+2ab¥x?-3a’bx®-6ab?x®-b¥x3+a?x?*+6abx*+30b%2x*-2ax>-3bx>+x8
Expand[ (x +a) (x +b) (a+b)? x]

ab(a+b)?2+ra(a+b)?x+b(@a+b)?x+ (a+h)?x?

Expand[(x +a) (x +b) (a+b)? a+b]

(a2+2ab+b2) (a+Xx) (b+x)

Expand [ (Si n[x] + Cos [x])?]

Cos[x]®+3Cos[x]2Sin[x] +3Cos[x]Sin[x]2+Sin[x]3

(x +1)°
Expandl\hrmrator[ 4]
(x -1)

1+3x+3x2+x3

(—1+X)4

(x +1)°
(x-1)*

ExpandDenoni nat or [ ] M xH

Mxm (1+x)3

1-4x+6x2-4x3+x4

Expand[(Si n[(x+1)?%] +1)2]
1+2Sin[(1+x)?] +sin[(1+x)?]?
ExpandAl | [(Si n[(x+1)?%] +l)2]

1+28in[1+2x+x2} +Sin[1+2x+x2]2
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f =Expand[(a+x2y+by)2+ (x-2y+cy2)2+x3+x4y2]

a?+x?+x3+2aby-4xy+2ax?y+4y2+b?y?2+2cxy?+2bx?y?2+2x*y?2-4cyd+c?y?

Das Polynom wird als Polynom in x mit polynomialen Koeffizienten umsortiert, was eine gewisse Klammersetzung induziert.
Das macht sich leider in der Ausgabe nur teilweise bemerkbar, weil die Summanden einer Summe (als Auswirkung des Attributs Orderless von Plus)
defaultméafig nach einer inneren Ordnung sortiert werden, also nicht nach x—Potenzen.

u = Col | ect [f, Xx]
a?+x¥+2aby+4y?+b?y?+2x*y?-4cyd+c?y?+x® (1+2ay+2by?) +x (-4y+2cy?)
Dept h /eLi st eeu

{2, 2,2, 83,3,3,3,3,5, 5}

Depth /eu

31

Selbst Sortieren hilft nichts, weil Mathematica die “falsche" Ordnung sofort erkennt und durch die seiner Meinung nach korrekte ersetzt.

Sort [Li st eeu, Exponent [#1, x] > Exponent [#2, x] &]
{2x*y? X3, x? (L+2ay+2by?), x (-4y+2cy?), c?y* -4cy? b*y? 4y? 2aby, a?}
Sort [u, Exponent [#1, x] > Exponent [#2, X] &]

a?+x3+2aby+4y?+b?2y?+2xty?-4cyd+c?y?+x® (1+2ay+2by?) +x (-4y+2cy?)

Das Ganze andert sich erst, wenn das Attribut Orderless zurtickgesetzt wird. Nun ist die Ausgabe sowohl von Collect als auch von Sort nach x-Potenzen
geordnet.

ClearAttributes[Plus, Orderless];

u=Coll ect [f, Xx]

Depth /e Li st eeu

Sort [u, Exponent [#1, x] > Exponent [#2, X] &]
Set Attributes[Plus, Orderless];

a?+2aby+4y>+b?y®-4cy®+c?y*+x (-4y+2cy?) +x? (1+2ay+2by?) +x3+2x*y?
{2, 2,8,3,3,3, 5,52, 3}
2x4y2+x3+x? (1+2ay+2by?) +x (-4y+2cy?) +c?y?-4cy’+b’y?+4y?+2aby +a?

Exponent [f, Xx]

4
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CoefficientlList[f, x]

{a?+2aby+4y?+b?y?-4cy3+c?y? -4y+2cy? 1+2ay+2by? 1, 2y?}
Coef ficient [f, x?]

l+2ay+2by?

Coefficient [f, x, 1]

~4y +2cy?

Coefficient [f, y, {0, 1, 2}]

{a2+x2+x3, 2ab-4x+2ax? 4+b2+20x+2bx2+2x4}

Col I ect [f, {y, a}]

a?+x?+x3+ (-4x+a(2b+2x?))y+ (4+b?+2cx+2bx?2+2x*) y?-4cyd+c?y?
CoefficientList[f, {X, y}]

{{a®, 2ab, 4+b? -4c, c*}, {0, -4, 2¢, O, 0},
{1, 2a, 2b, 0, 0}, {1, 0, 0, 0, 0}, {0, O, 2, 0, 0O}}

Col lect [f, x, Sinmplify]

a?+x%+2aby+2x*y2+2xy (-2+cy) +x2 (1+2ay+2by?) +y? (b?+ (-2+cy)?)

Collect ist ein komplexes Kommando, welches auf Coefficient aufbaut. So hatte man das vorige Kommando auch so anschreiben kdnnen:

Pl us ee Tabl e[Si npl i fy[Coefficient [f, x, i]1]x"i, {i, O, Exponent [f, x]1}]

a?+x*+2aby+2x*y?+2xy (-2+cy) +x? (1+2ay+2by?) +y? (b2+ (-2+cy)?)

Und dies ist eine Alternative zu Collect [f,{y,a}]

Col | ect [f, y, Collect [#, a] &]

a?+x%2+x3+ (74x+a (2b+2x2))y+ (4+b2+20x+2bx2+2x4)y274cy3+czy4

Collect kann naturlich auch mit verallgemeinerten Kernen aufgreufen werden.

U= Expand[(Si nx] -Oos[x]z)2 + (1 - Cos [x])z]
1-2Cos[x] +Cos[x]%+Cos[x]*-2Cos[x]2Sin[x] +Sin[x]?
Col | ect [u, Cos[x]]

1-2Cos[x] +Cos[x]*+Cos[x]%2 (1-2Sin[x]) +Sin[x]?
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Factor [1-4x+6x%-4x%+x"]
(-1+x)%

Fact or [x* - y*]

(X -y) (x+y) (x*+y?)
sl=lIntegrate[Sin[x]®+Cos[x]% x]

3 Cos [X] 1 3Sin[x] 1
-——+ —Cos[3X] + ——— + — SIiNn[3x]
4 12 4 12

Factor funktioniert auch fuir pseudorationale Ausdriicke in verallgemeinerten Kernen. Mit vier Kernen ist keine (wesentliche) Faktorisierung maglich.
sl // Factor

1
o (-9Cos[x] +Cos[3X] +9Sin[x] +Sin[3Xx])

Reduziert man die Zahl der Kerne aber durch TrigExpand auf Sin[x] und Cos|[x], so lasst sich der Ausdruck in zwei Faktoren zerlegen.

s2 =s1// Tri gkxpand

3Cos[x] Cos[x]® 3Sin[x] 1 - 1 . , Sin[x]®
- + + +—Cos[x]“Sin[x] -—=Cos[x]SIN[Xx]° - ——
4 12 4 4 4 12

s3 =s2// Factor

1
5 (Cos[x] -Sin(x]) (-9 +Cos[x]?+4Cos[x]Sin[x]+Sin[x]?

s3//Sinplify

[EnY

6 (Cos[x] -Sin[x]) (-4+Sin[2x])

X2 +X -6

Factor [ X =°]
x2 -1

(-2 +X) (3+X)

(-1 +x) (1+x)
1

Fact or [x2 - —]
4

(-1+2x) (1+2Xx)

ENIS
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Factor [1 + xz]
1+x2

2

Factor [1+x?, Gaussianlntegers - True]

(-1 +X) (1+X)
Fact or [x2+3x+1, Extension-»\/S]

! (73+\/?72x)
4

3+\/§+2X)

Fact or [x2 +2v2 x+2, Extension - Aut omatic]

2]

Toget her [x + X]

z
y+Xz
z
X 1 x2
Together[ + + ]
X (x+1) (x-1) x+1 x-1
X +x2 +x3

(-1 +X) (1+x)

1
Together[ + +
Xx+3 x-1 x2-1

5+5x +2x2
(-1 +x) (L+x) (3+X)

1_X10

1-x°

// Toget her

T+X+X2+x3+ x4+ x5+ x8 +x7 +x8+x°

T+X+xX2+x3+x%+x%+x8+x7 +x8

(x+1)3 _
= — {Nurrer at or [f ], Denomni nator [f]1}
(x -5)

[(1+x)% (-5+x)%}

Beide Kommandos sind reine Selektoren und bilden vorher keinen gemeinsamen Nenner.
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ax b
N.Jrrerator[ +-—]
1-x2 X
b ax
— +
X 1-x2
ax b
Nurer at or [Toget her [ + — ]
1-x%2 X

-b-ax?+bx?

12 -8 x - x2 +x3 ]

Cancel
[—18—3x+4x2+x3

-2 +X

3+X

1-x3
(x-1)°
1-x3
(—1+X)6
f//Sinplify
1-x3
(-1 +x)8
f // Cancel

-1 -x-x?

(—1+X)5

-1 +x20

-1 +x7
f//7Simlify

-1 +x20

-1 +x7
f 7/ Cancel

(Lx+x24x3 x4+ x5+ x84 x7 4 xB0x% 4 x0 o x4 x12 4 )33 4 x4 4 x84 x36 4 1T 4 x18 . x19) /
(1+X+X2+X3+X4+X5+X6>

Apart [

X4—1]

1 1 X
+ _

4 (-1+x) 4(1+x) 2 (1+x2)
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Apart [

]

1 2-Sin[x]

1+Sin[x]3

+

3(1+Sinix]) 3 (1-Sin[x]+Sin[x]?)

Xy
Apart [ (x—y)2]

x2 X
+
(-x+y)2 -X=+y

Apart[ a4 , x]

Apart » Xy}
557 ]
y y2 x2 X
Sorri * )
X-y  (x-y)? (-x+y)? oxwy
Apart[ x5 +1 ]
X2 ex+1
X
1-x%2+x%3 - — —
1+X+x2

m Trigonometrische Umformungen

ClearAll ["d obal * "]

{Sin[x] 1 Cos [X] 1 }
Cos[x] Cos[x] Sin[x] Sin[x]
{Tan[x], Sec[x], Cot [x], Csc[x]}
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ul =Sin[x] +Cot [x] // TrigToExp

1 , 1 ietX ielX
—1e - —1e'” - -
2 2 e iX _ gix e ix

_eixX

Das ist nun noch komplizierter als vorher, weil gleich im ersten Term Grad 4 statt Grad 3 entsteht.

u2 =ul // Toget her

i e iX (172(81)(72@21)(72631X+e4jx)

2 (—1 +<92“>
u3 =u2 // ExpToTrig

(1 (Cos[X] -1Sin[x]) (1-2Cos[x]-2C0s[2x] -2Cos[3x] +Cos[4Xx]-21Sin[x] -
21Sin[2x]-21Sin[3x]+1Sin[4x]))/ (2 (-1+Cos[2x]+1Sin[2X]))

ud //Sinplify
1
_5 (-1 -2Cos[x] +Cos[2x]) Csc[x]

ud3-Sin[x] //Simlify

Cot [X]

ClearAll ["d obal * "]

TrigExpand

Tri gexpand[Cos [a + B]]

Cos[a] Cos[B] -Sin[a] Sin[B]

. T
Tri gExpand[Oos[Zx + Z”

Co 2 Si 2
ﬂ_ﬁ(])s[x] Sin[x] _M
V2 V2

Tri gExpand [Cos [4 x]]
Cos [x]*-6Cos[x]2Sin[x]2+Sin[x]*
Tri gExpand [Si n[x]? + Cot [x]?]

3 , 1 ) , 7GCsc[x]®> Sin[x]?
-—Cos[x]“+—Cos[x]“Cot [x]° + +
4 8 8 8
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TrigReduce
Tri gReduce[2 Cos [a] Cos [B]]
Cos [a -] + Cos [a + B3]
Tri gReduce[Sin[x]°]

1
6 (10Sin[x] -5Sin[3x] +Sin[5x])

Tri gReduce [Sin[x]? + Cot [x]?]

(7 Csc[x]% + Cos[4x] Csc[x]?)

|

TrigFactor

Tri gFact or [Cos[4 x]]
25in[4f_2x} SinE+2x]

Tri gFact or [Cos[3 x]]

Cos[x] (-1 +2Cos[2X])

4 Cos [x + g] Cos [x - g] // Tri gReduce

-1+2Cos[2x]
TrigFactor [Cos[{2, 3, 4, 5, 6} x]]
{2Sin[£_x]3in{%+x}, Cos [x] (-1+2Cos[2X]), 2Sin{2_2x]5in[g+2x],

Cos [x] (1-2Cos[2x] +2Cos[4xX]), _2Sin[g_x} (-1+2Sin[2x]) (1+2$in[2x})$in[%+x”

sl=Sin[x_+Yy_]-Sin[x]Cos[y] +Cos[x]Sin[y]
cl=Cos[x_+Y_]-»Cos[x] Cos[y] -Sin[x]Sin[y]

Sin[x_+y_]->Cos[y] Sin[x] +Cos[x] Sin[y]
Cos[X_+Yy_]>Cos[x] Cos[y] -Sin[x] Sin[y]
Sin[x+y+2z]//. {s1, cl}

Cos [x] (Cos[z] Sin[y] +Cos[y] Sin[z]) +Sin[x] (Cos[y] Cos[z] -Sin[y]Sin[z])
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Die Regeln wurden mehrfach angewendet, aber Klammern nicht aufgeldst. Expand erst im Nachhinein anzuwenden ist sinnvoll; besser wére es aber, den
Effekt des Zusammenfassens so friih wie mdoglich in der Rechnung zu berticksichtigen.

Naturlich ist :» statt - zu verwenden, denn Expand[a] soll ja zur Zeiit der Regelanwendung und nicht zur Zeit der Regeldefinition ausgefiihrt werden. Die
rechte Seite der Regel darf also wahrend der Definition nicht ausgewertet werden.

Der folgende Ansatz scheitert trotzdem zunéachst.

dl = a_ = Expand[a]
a_ = Expand[a]
Sin[x-y+z]//. {s1, c1, dl1}

Cos[y-z]Sin[x]-Cos[x]Sin[y-2z]

Der Grund ist simpel: d1 wurde auf Teilausdriicken gar nicht erst versucht, weil die Regel ja auch auf den Gesamtausdruck angewendet werden kann und
dort keine Anderung hervorruft. Um "unendliche Schleifen des Nichtstuns" zu vermeiden bricht Mathematica in solchen Fallen das ReplaceRepeated ab.
Die Regel d1 darf also nur angewendet werden, wenn sich wirklich etwas andert, was hier mit =!= (UnsameQ ) gepruft wird.

dl =a_/; Expand[a] =!=a: > Expand[a]

a_/; Expand[a] =!=a: Expand[a]

Sin[x-y+z]//. {s1, cl, d1}

Cos[y] Cos[z] Sin[x] -Cos[x] Cos[z] Sin[y] +Cos[x] Cos[y] Sin(z] +Sin[x]Sin[y]Sin[z]
Sin[2x] //. {s1, c1, d1}

Sin[2x]

s2=Sin[n_lnteger x_]1/; n>1-Sin[x] Cos[(n-1)x] +Cos[x]Sin[(n-1)X]
c2=Cos[n_Integer x_]/; n>1-Cos[x] Cos[(n-1)x]-Sin[x]Sin[(n-1)X]

Sin[n_Integer x_] /; n>1-Cos[(-1+n)x]Sin[(x]+Cos[x]Sin[(-1+n)X]
Cos[n_Integer x_] /; n>1-Cos[x] Cos[(-1+n)x] -Sin[x]Sin[(-1+n)X]
Sin[l2x] //. {s2, c2, d1}

12 Cos [x]* Sin[x] -220Cos [x]°Sin[x]%+792Cos[x]7 Sin[x]® -
792 Cos [x]1°Sin[x]” +220Cos[x]3Sin[x]®-12Cos[x] Sin[x]

sc=Sin[x_1"'"%%" /; n>1- (1-Cos[x]%) Sin[x]"?
Sin(x_]"'"e%" /in> 15 (1-Cos(x]?) Sin[x]*"
Sin[5x] //. {s2, c2, dl, sc}

Sin[x] -12Cos[x]2Sin[x] +16 Cos[x]*Sin[x]
Col | ect [%, Sin[x]]

(1-12Cos[x]? +16 Cos[x]*) Sin[x]
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% // Fact or
(-1-2Cos[x] +4Cos[x]?) (-1+2Cos[x] +4Cos[x]%) Sin[x]

Sin[5x] // Tri gFactor

(1+2Cos[2x] +2Cos[4x]) Sin[x]

Mit dieser Funktion werden die Ergebnisse verschiedene Simplifikationsstrategien fiir trigonometrische Ausdriicke aufgesammelt.

tests[h_]:=#[h] &/@ {Sinplify, TrigReduce, Tri gExpand, Tri gFactor}

Ein erstes einfaches Beispiel: Ein polynomialer Ausdruck in Sin mit Mehrfachwinkeln.

dl=Sin[3x]Sin[5x]
il=Integrate[dl, x]
hil=dl-D[il, x]
Sin[{3x]Sin[5x]

1 _ 1 _
—Sin(2x]-—Sin[8x]
4 16

1 1
75Cos[2x] +EOos[8x} +Sin[3x]Sin[5x]

hl//tests

{0, 0, 0, 0}

Hier sehen Sie noch einmal die Wirkung der vier Simplifikationskommandos auf einen trigonometrischen Ausdruck. Das Ergebnis von TrigFactor ist wegen
der komplexen Zahlen nicht zufriedenstellend.

il//tests

{1 (4Sin[2x] -Sin[8x]) ! (4Sin[2x] -Sin[8x])
16 ' 16 ‘
1

. 1 . 7 . 7 .
EOos[x} Sin[x] - ECos[x]7S| nixj + EOos[x}58| nixis - E(3os[x]3S| nix]° +

1
E(:os[x]s.in[x]7, ~iCos[x] (i+ (L+1) Cos[2x]) (1+ (1+]1)Cos[2x}>8in[x]3}

Im zweiten Beispiel muss der gemeinsame Kern %erst gefunden werden.



vereinfachung.nb

17

d2 = Cos [ ] cos [

i2=Integrate[d2, x]
h2 =d2 -D[i 2, x]

Oos{%] Cos[g]

3 5x

3Sin[g +g5in[?}

Cos[s—x] // Full Form
6

Cos [Ti nes [Rational [5, 6], Xx]]

Oos[—S—e_)—X—] // Tri gExpand

X 5

cos[ X" 10008 X] sin[X ] “Jsin[%]"

*5003[5} Sin[g}

h2 //tests

{0, 0, 0, 0}

i2//tests

(3 [ssinl5]-sin[30]). 2 [ssin[]esin[Z]
ssin[*]vaoos|X] sin[X] ecos || sin[X]" Dsin[ 1]
6

c (3+Cos[g} +Oos{2?X” Sin[%”

Das folgende Beispiel bereitete Mathematica vor Version 6 grof3e Schwierigkeiten, weil der einfache Weg der Integration nicht gefunden wurde. Relikte
dieser "Blindheit" haben noch beim Ergebnis von TrigFactor auf diesem Ausdruck tiberlebt.

d3=Sin[2x-£]Oos[3x+z];
6 4
i3=Integrate[d3, x]

1 7T
——Oos[—+5x
10

1
B +§Sln{l—x}

12
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d3a =d3 // Tri gReduce
I nt egrate[d3a, x]

%(_oos[%—x] +Sin{%+5x”

1.
+ES|n[%fx}

d3-DI[i3, x] //tests

1 _ 7T
{0, 0, 0, -5 (i+ (-1)Y8) (<14 (-1)¥2 - (-1)283) (21 + (-1)%%) si n{ﬁ—xH

d3 // Tri gFactor

2 (-1)5/8 Oos[%—x] Cos[% +x] Si n[%—x]

(DM 4 (14 (-1)M3) Cos[2x] + (-i+ (-1)%®) Sin[2x])

Und nun noch einige Beispiele, die nicht im Buch besprochen sind.

1
d4 =

Cos [x]14
i4=Integratef[d4, x]
h4 = d4 - D[i 4, x]

Sec [x]4
2Tan[x] 1 5
3 + —Sec[x]°Tan[x]
2 2Sec[x]*
- —Sec[x]?+ X - —Sec[x]2 Tan[x]?
3 3 3
h4 //tests
{0, 0, 0, 0}

Hier die Wirkung der 4 Simplifikationsbefehle, wenn auch andere Winkelfunktionen mit im Spiel sind.

i4//tests

1 1

{5 (2 +sec[x]?) Tan[x], < (Sec[x]®Sin[3x] +3Sec(x]?Tan[x]),
Tan[x] 1 Tan[x]3

1
+58ec[x]2Tan[x]— , 5(2+Cos[2x})8ec[x]2Tan[x}}

2
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1
d5 =

Sin[x]? (1 - Cos[x])
i5=Integrate[d5, x] //Sinmplify
h5 =d5 - DI[i 5, x]

Csc[x]?
1-Cos[x]

- (-2 +Cos[x]) Cot [x] +Sin[x]
3 (-1+Cos[x])

Csc[x}2 2Cos[x] + (-2 +Cos[x]) Csc[x]2 Sin[x] (-(-2+Cos[x]) Cot [X] +SIin[Xx])

1 - Cos [X] 3 (-1+Cos[x]) 3 (-1+Cos[x])?
h5 //tests
1 Csc[x]? 2 Csc[x]?
{0, - + + +
6 (-1+Cos[x])? 1-Cos[x] 3 (-1+Cos[x])
Csc[x]2 (—%—%ja n(x]) GCsc[x]? (—ODSB[X] +%118i nixJ)
-1+ Cos [X] ’ -1+ Cos [X] ’
Cos [x 1 . Cos [x 1. o 1 . Sin(x]
_ 33[]_§]18|n[x} - 3”+§118|n[x] Csc [X] (—ﬁ]lCOS[X]+ L )
+ + +
-1+ Cos [X] -1+ Cos [X] (-1 +Cos[x])?

Csc [X] (Elszos[x] +S'v;-4[ﬂ) Csc[x] (-LiCos[2x] - tSin(2x])

+ +

(-1 +Cos [x])? (-1 + Cos [x])?2

Csc(x] (5 iCos(2x]-gSin[2x]) L Cos(2x]-5iSin2x] & Cos[2x]+5iSin(2x]

(-1 +Cos[x])? : (-1 + Cos [x])? : (-1 + Cos [x])?
Csc [X] (—%ijs[Sx]+%Sin[3x]) Csc [X] (%jCos[3x]+%Sin[3x]>
(-1+Cos[x])? : (-1 +Cos[x])?
1 2 Cos [X] 2 Cos [X] 5 Cos [x]2
12 (-1 +Cos[x])? 3 (-1+Cos[x])? 3 (-1+Cos[x]) : 12 (-1 +Cos [x])? )
Cot [x] CsC[X] Csc [x]2 2 Csc[x]2 Sin[x]?

+ + - » 0
3(-1+Cos[x]) 1-Cos[x] 3 (-1+Cos[x]) 4 (-1+Cos[x])? }

i5//tests

{7(72+Oos[x]) Cot [Xx] +Sin[x] 4Cot[x]-Csc[x]-Cos[2x]Csc[x] +2Sin[X]

3 (-1 +Cos[X]) ' 6 (-1 + Cos[X])
2 Cot [X] Cos [x] Cot [X] Csc[X] Sin[x]
3 (_1:00s(x]) 6 (-1:C0s(x]) 6 (-1:0C0s(x]) 2 (-1:C0s(x])

1 X7? X
5 (-2 Cos [X] +Cos [2X]) CSC{E] Sec{;”
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1

) Sin[2x] (3Tan[x] +5)
i6=Integrate[d6, x] // Sinplify
h6 = d6 - D[i 6, x]

d6

Csc[2X]

5+3Tan[x]

1 6 Tan[Xx]
——ArcTanh[l+ 7]

5 5

Csc[2 X] 6 Sec [x]°

5+3Tan[x] " 25 (1_ (1+ 6 Tan[x] )2)
5

h6 //tests
{0, 0, 0, 0}
i6//tests
1 6 Tan[Xx] 1
{——ArcTanh{l+7], ——ArcTanh{
5 5 5
1 6 Tan[Xx] 1
- — ArcTanh 1+—], - — ArcTanh
5 5 5

1+

1+

6 Tan[X]

5

6 Tan[Xx]

5

|
I}



